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本 书 主要 讲述 了 有 限 元 方法 的 基本 原理 及 利用 Midas 软件 在 汽车 
相关 结构 分 析 中 的 应 用 ， 全 书包 括 绪论 、 有 限 元 理论 和 Midas 操作 共 
九 章 。 前 六 章 主要 讲解 了 有 限 元 的 基本 理论 ， 包 括 弹 性 力学 的 基础 知 
识 、 平 面 问题 的 有 限 元 分 析 、 体 单元 和 过 单元 、 动 力学 问题 的 有 限 元 
分 析 和 非 线 性 有 限 元 分 析 等 ， 对 常常 用 到 的 有 限 元 知识 进行 了 讲解 。 
后 三 章 基 于 Midas 软件 ， 给 出 了 大 量 的 静 力 学 分 析 、 动 力学 分 析 和 非 
线性 分 析 的 实例 ， 这 些 实例 与 汽车 结构 有 着 密切 的 联系 。 

本 书 将 理论 和 有 限 元 软件 操作 相 结合 ， 在 理解 有 限 元 原理 的 基础 
上 ， 进 行 软件 的 操作 ， 对 掌握 有 限 元 方法 和 Midas 软件 的 使 用 有 着 较 
好 的 作用 。 

本 书 为 车 辆 工程 学 科 有 限 元 方法 课程 的 教材 ， 也 可 作为 其 他 学 科 

行 有 限 元 方法 教学 的 选修 教材 ， 还 可 以 供 相 关 行业 工程 技术 人 员 
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在 汽车 这 个 复杂 的 系统 中 ， 


Ж, ЖИ 








乏 快 速 有 效 的 设计 


汽车 行业 得 到 了 极 大 的 应 用 。 由 于 有 限 元 模拟 计算 的 快速 性 
| 公司 常常 利用 有 限 元 手段 来 对 汽车 结构 进行 分 析 和 设计 
限 元 方法 的 汽车 结构 分 析 在 我 国 也 得 到 了 迅速 的 发 展 。 目 前 ， 市 场 竞争 
生产 厂家 都 在 努力 减少 产品 的 试制 和 试验 次 数 ， 达 到 降低 成 本 、 缩 短 设 讨 
因此 ， 结 合 有 限 元 方法 进行 复杂 结构 的 设计 和 分 析 ， 就 成 为 





势 ， 目 前 汽车 设 


高 产品 竞争 力 的 目的 。 
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结构 复杂 、 





因此 ， 企 业 在 汽车 结构 的 设计 过 程 中 ， 大 多 依靠 经 验 的 积累 或 大 量 的 实验 摸索 ，4 
[方法 和 手段 。 随 着 计算 机 软 硬 件 的 发 展 ， 有 限 元 模拟 计 








有 关 厂 家 进行 产品 设计 和 改进 的 一 种 必然 趋势 。 


目前 国内 使 用 有 限 元 的 人 员 众多 ， 但 是 ， 


的 原理 了 解 很 少 ， 难 以 根据 
又 设置 等 方面 的 参数 ， 导 致 
大 ， 只 能 定性 无 法 定量 来 指 
方法 和 原理 进行 了 讲 入 
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设计 。 基 于 此 方面 的 考量 ， 


坚 ， 为 读者 使 用 软件 提供 帮助 。 
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材料 众多 ， 同 时 所 承受 的 工 况 也 非常 复 
E 论 分 析 和 实验 研究 方法 很 难 定量 分 析 结 构 在 使 用 过 程 中 的 应 力 状态 。 
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其 中 的 很 多 使 用 者 对 有 限 元 方法 
自己 所 分 析 的 具体 工 况 ， 来 填写 材料 模型 和 求解 步 
所 使 用 的 软件 仿真 模拟 的 
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果 与 实验 结果 差别 很 
本 书 对 有 限 元 的 基本 








北京 迈 达 斯 技术 有 限 公司 成 立 于 2002 年 11 月 ， 从 事 建 筑 结构 、 桥 梁 、 上 出 


土 隧道 、 机 械 等 工程 领域 分 析 与 设计 软件 的 



































发 、 销 售 、 技 术 支 持 和 培训 工 


人 的 求解 器 Nastran。Midas NFX 专注 于 用 户 的 


适合 国内 用 户 的 中 文 


作 。2012 年 ,到达 斯 公司 推出 了 Midas NFX， 正 式 进军 机 械 分 析 市 场 。 该 软件 
的 内 核 为 汽车 和 航空 航天 行业 公 纪 

设计 效率 和 产品 分 析 的 准确 性 ， 其 快捷 简便 的 操作 方式 、 

模式 、 基 于 Nastran 求解 技术 的 计算 














度 都 保证 了 设计 的 高 效 掀 
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和 研究 生 的 有 限 元 课程 教学 ， 








系 下 ， 作 者 与 机 械 工业 出 版 科 


是 在 清华 大 学 汽车 工程 系 苗子 杰 教 授 主 编 
Es 融入 了 一 些 新 的 知识 ; 本 了 


至 





合作 进行 本 书 的 编写 。 本 和 








学 生 反 映 软 件 较 为 适合 。 在 返 达 斯 公司 的 沟通 


的 有 限 元 课程 讲义 的 基础 上 加 以 整 
后 面 的 实例 部 分 为 作者 使 用 Midas МЕХ 进行 结 


内 核 、 经 过 无 数 的 工程 案例 验证 的 计算 精 
FE。 作者 于 2012 年 起 ， 利 用 该 软件 进行 本 科 生 
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实例 提供 了 大 量 的 辅助 工作 。 
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E 论 涉及 领域 众多 ， 所 需要 
E 有限， 难免 存在 各 种 不 当 之 处 ， 欢 迎 各 位 专 
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有 限 元 方法 (Finite Element Method, “有 限 单元 法 ”或 “有 限 元 素 法 ”) 最 
初 起 源 于 结构 分 析 ， 由 结构 力学 的 位 移 法 发 展 而 来 。 其 核心 思想 就 是 “离散 化 ”， 
也 就 是 将 连续 的 结构 划分 为 离散 的 ， 自 由 度 从 无 穷 多 变 为 有 限 的 ， 从 而 能 够 分 片 副 
近 ， 得 到 近似 结果 。 

本 草 主 要 介绍 有 限 元 方法 的 基本 概念 及 其 发 展 ， 同 时 对 其 基本 思路 进行 简单 的 
介绍 ; 最 后 介绍 目前 一 些 主流 的 有 限 元 软件 。 


1.1 有 限 元 方法 的 由 来 


在 许多 工程 结构 、 机 械 结构 (汽车 结构 )、 建 筑 结构 和 航天 航空 等 方面 结构 的 
设计 分 析 开 发 中 ， 人 们 往往 关注 结构 的 刚度 (结构 抵抗 变形 的 能 力 ) 和 强度 ( 结 
构 抵 抗 破 坏 的 能 力 ) 。 如 何在 设计 开发 过 程 中 ， 准 确 计算 或 者 估计 出 结构 的 刚度 和 
强度 是 结构 设计 人 员 的 主要 任务 。 

对 简单 结构 件 ， 如 图 1-1 和 图 1-2 所 示 的 悬臂 梁 ， 我 们 可 以 使 用 材料 力学 的 公 
式 ， 可 很 快 地 计算 出 结构 的 挠 度 8 和 应 力 ur。 








图 1-1 承受 轴 向 拉力 的 悬臂 梁 (б=т, =» 
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图 1-2 悬臂 梁 端 点 处 承受 压力 (5 = 三 一 








ЗЕР (ma 7 
对 于 如 图 1-3 所 示 的 一 些 简单 的 几何 形状 、 简 单 的 边界 条 件 和 简单 的 受 力 状 
况 ， 可 以 使 用 弹性 力学 来 进行 求解 。 然 而 ， 对 如 图 1-4 所 示 的 一 般 弹性 固体 ， 对 在 


外 力作 用 下 ， 结 构 的 位 移 、 应 变 和 应 力 难 以 求解 。 





2 有 限 元 方法 及 Midas 软件 在 汽车 结构 分 析 中 的 应 用 $ 

















图 1-3 可 以 使 用 弹性 力学 进行 求解 的 情况 


对 于 实际 工程 中 的 复杂 结构 ， 如 汽车 结 P , 
构 、 飞 机 结构 、 建 筑 结构 、 动 力 机 械 结构 等 ， D 
在 计算 或 者 估计 它们 的 刚度 和 强度 时 , 利用 

材料 力学 、 理 论 力学 和 弹性 力学 均 无 法 求解 。 

而 计算 和 分 析 工 程 复杂 结构 最 有 效 的 方法 则 A A 


是 有 限 单元 法 ( Finite Element Method), ZF 
称 有 限 元 方法 。 图 1-4 一 般 弹 性 固体 





1.2 有 限 单元 法 的 发 展 及 其 应 用 


有 限 元 方法 思想 的 萌芽 可 以 追溯 到 18 世纪 末 。 欧 拉 在 创立 变 分 法 的 同时 就 曾 
用 与 现代 有 限 元 相似 的 方法 求解 轴 力 杆 的 平衡 问题 ， 但 那个 时 代 缺 乏 强大 的 运算 工 
具 难 以 解决 其 计算 量 大 的 困难 。 这 种 方法 最 早起 源 于 20 世纪 50 年 代 。1956 年 美 
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国航 空 工程 师 Turner 和 Clough 为 分 析 飞 机 结构 ， 将 结构 力学 的 矩阵 位 移 法 原理 推 
广 到 弹性 力学 的 平面 问题 ， 获 得 巨大 成 功 ， 分 析 结果 与 实验 数据 非常 吻合 。 之 后 
Clough 又 用 这 种 方法 处 理 了 一 些 复 杂 的 平面 弹性 力学 问题 ，1960 Æ, Clough 在 他 
的 名 为 “The finite element in plane stress analysis” 的 论文 中 首次 提出 了 有 限 元 
(finite element) 这 一 术语 。 

有 限 元 方法 的 理论 和 程序 的 提出 和 发 展 主 要 来 源 于 各 个 高 校 和 实验 室 。 

早期 有 限 元 的 主要 贡献 来 自 于 伯克利 (Berkeley) 大 学 。 其 中 的 Ed Wilson Ж 
授 发 布 了 第 一 代 程 序 ， 他 发 表 的 第 二 代 线 性 程序 就 是 著名 的 SAP (Structural Analy- 
sis Program) ， 非 线性 程序 就 是 NONSAP。 

非 线 性 有 限 元 方法 的 主要 贡献 者 有 毕业 于 伯克利 大 学 的 Pedro Marcal， 他 于 
1969 年 创建 了 第 一 家 非 线性 有 限 元 软件 公司 MARC 公司 ， 在 1999 年 被 MSC 公司 
收购 。 

K.J. Bathe 是 Ed Wilson 教授 在 伯克利 大 学 的 学 生 ， 后 来 在 麻 省 理工 学 院 
(МІТ) 任教 ， 期 间 他 在 NONSAP 的 基础 上 发 表 了 著名 的 非 线 性 求解 器 ADINA 
( Automatic Dynamic Incremental Nonlinear Analysis) 。 早 先 的 Adina 前 后 处 理 的 用 户 
界面 友好 性 较 差 ， 最 近 的 版 本 6. 8 有 了 非常 大 的 改善 ， 其 流 固 耦合 方面 的 分 析 较 为 
著名 。 

David Hibbitt 是 Pedro Marcal 的 博士 生 ， 在 1972 年 与 Karlsson 和 Sorensen 共同 
建立 HKS 公司 ， 推 出 了 Abaqus 软件 。Abaqus 后 来 被 Simula ( 达 索 ) 公司 收购 ， 凭 
崩 强 大 的 非 线性 技术 、 出 色 的 前 后 处 理 、 可 拓展 的 二 次 开发 功能 及 与 达 索 公司 下 著 
名 的 CAD 软件 CATIA 之 间 的 无 缝 连接 ，Abaqus 近年 来 市 场 增 长 很 快 ， 尤 其 是 在 汽 
车 行业 及 科研 院 所 。 

John Swanson 博士 于 1970 年 创建 SASI (Swanson Analysis System Inc) 公司 ， 
后 来 重组 更 名 为 ANSYS 公司 ，ANSYS 是 著名 的 多 物理 材料 非 线性 有 限 元 软件 ， 通 
过 并 购 发 展 迅 速 壮大 ， 模 块 也 越 来 越 多 ， 商 业 化 程度 和 市 场 占 有 率 很 高 。 

随 着 有 限 元 理论 和 求解 技术 的 发 展 ， 显 式 有 限 元 技术 得 到 了 很 好 的 应 用 。 在 美 
Lawrence Livermore 国家 实验 室 的 John Hallquist 博士 主持 下 ，1975 年 开始 为 美 
国 军 方 设计 开发 分 析 工 具 ， 他 吸取 了 前 面 许多 人 的 成 果 ， 并 是 与 伯克利 大 学 的 很 多 
研究 员 进 行 紧密 交流 合作 ， 次 年 发 布 DYNA 程序 。1988 年 ，John Hallquist 创建 
LSTC (Livermore Software Technology Corporation) 公司 ,发 行 和 扩展 DYNA 程序 商 
业 化 版 本 LS -DYNA。LS -DYNA 以 其 强大 的 接触 算法 和 非 线 性 功能 在 高 速 撞击 领 
域 占有 绝对 的 领先 地 位 。 

在 20 世纪 80 年代，DYNA 程序 首先 被 法 国 ESI 公司 商业 化 ,命名 为 PAM - 
CRASH。 后 经 过 扩充 和 改进 ， 得 到 美国 能 源 部 的 大 力 资助 和 ANSYS、MSC ЕТА 
等 著名 公司 的 加 盟 。 

MSC 公司 在 汽车 和 航空 航天 领域 有 着 广泛 的 应 用 ， 该 公司 创立 于 1963 F, J 
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开发 了 结构 分 析 软 件 SADSAM， 在 1966 年 NASA 招标 项 目 中 参与 了 Nastran 的 开 
发 。1969 年 NASA 推出 第 一 个 Nastran 版 本 ，MSC 对 原始 的 Nastran 做 了 大 量 的 改 
进 ， 并 于 1971 年 推出 自己 的 专利 版 本 МС. Nastran。1988 年 ，MSC 在 DYNA3D 的 
框架 下 开发 了 MSC. Рупа, 并 于 1990 年 发 布 第 一 个 版 本 ， 另 外 在 1989 年 收购 荷兰 
的 流体 软件 公司 PISCES， 将 DYNA 的 Lagrange 格式 的 FEM 算法 和 PISCES 的 Euler 
格式 的 FVM 及 流体 - 结构 耦合 算法 充分 融合 后 于 1993 年 发 布 了 以 强大 的 ALE Ж 
法 而 著名 的 МӘС. Dytran。 

其 后 MSC. Dytran 一 直 着 力 在 单元 库 、 数 据 结构 、 前 后 处 理 等 方面 做 修改 ， 使 
其 与 MSC. Nastran 取得 完全 一 致 ， 其 技术 领先 的 地 位 开始 丧失 。2003 年 MSC 与 
LSTC 达成 全 面 合 作 的 协议 ,将 LS -DYNA 最 新 版 的 程序 完全 集 入 МС. Dytran 中 。 
MSC 在 1999 年 收购 Mare 之 后 开始 了 将 Nastran, Marc 和 Dytran 完全 融合 的 工作 ， 
并 于 2006 年 发 布 多 物理 平台 MD. Nastran, 

早期 的 有 限 元 方法 是 建立 在 虚 位 移 原 理 或 最 小 势能 原理 基础 上 的 ， 这 对 于 人 们 
理解 有 限 元 方法 的 物理 概念 是 很 有 帮助 的 。 后 来 一 些 学 者 又 提出 新 的 理论 或 者 计算 
方法 ， 例 如 : 变 分 原理 和 广义 变 分 原理 ， 并 相继 出 现 一 些 适 应 性 更 强 、 计 算 精 度 更 
高 的 新 型 单元 模型 ， 如 应 力 混合 单元 、 林 交 单 元 、 林 交 / 混 合 单元 和 广义 协调 单 
元 等 。 

近年 来 ， 有 限 元 方法 已 经 有 了 巨大 的 发 展 ， 其 应 用 领域 已 从 单一 的 结构 分 析 扩 - 
展 到 温度 场 分 析 、 电 磁场 分 析 、 流 体 分 析 、 声 场 分 析 、 流 固 耦 合 及 热 构 耦合 等 许多 
领域 。 分 析 问 题 的 类 型 已 从 最 初 的 线性 稳 态 问题 ， 如 平衡 问题 、 特 征 值 问题 等 ， 发 
展 到 瞬 态 响应 问题 、 非 线性 问题 及 多 介质 的 耦合 问题 ， 如 振动 响应 问题 、 碰 撞 问 
题 、 塑 性 成 形 问题 、 声 固 耦 合 问题 及 流体 与 固体 耦合 问题 等 。 

随 着 力学 理论 、 计 算数 学 和 计算 机 技术 等 相关 学 科 的 发 展 ， 有 限 元 理论 也 得 到 
不 断 完 善 ， 成 为 工程 分 析 中 应 用 十 分 广泛 的 数值 分 析 工 具 ， 特 别 是 在 现代 机 械 工 
程 、 车 辆 工程 、 航 空 航天 工程 、 土 建 工 程 中 发 挥 着 越 来 越 大 的 作用 ， 是 现代 CAE 
技术 的 核心 内 容 之 一 。 


1.3 有 限 单元 法 的 基本 思路 


















































有 限 元 方法 的 核心 思想 就 是 “离散 化 ” ， 即 将 一 个 包含 无 限 自由 度 的 连续 物 
体 ， 通 过 网 格 划 分 ， 变 成 一 个 只 有 有 限 自由 度 的 离散 体 (图 1-5) 。 有 限 元 方法 的 
基本 思路 如 下 。 

(1) 离散 化 (网 格 划 分 ) ”离散 化 也 就 是 所 说 的 单元 网 格 划分 ,将 结构 人 为 
地 划分 成 有 限 个 子 域 (这 些 子 域 被 称 为 单元 ) ， 假 定单 元 之 间 通 过 有 限 个 点 相互 连 
接 (这 些 连接 点 被 称 为 节点 或 节点 )。 

在 进行 离散 化 时 ， 作 以 下 假设 〈 图 1-6) : 中 物体 由 有 限 大 小 单元 ( Finite ele- 











有 限 大 小 单元 组 成 — 


节点 (node) 
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单元 (Element) 


b) 


1-5 有 限 元 网 格 划 分 
а) 连续 体 (无 限 自由 度 ) b) 离散 体 (有 限 自由 度 ) 


ment) 组 成 ; @) 单 元 间 通 过 节点 连接 、 节 点 传递 力 ; 加 载荷 等 效 为 节点 载荷 ; 
(入 点 位 移 为 求解 未 知 量 一 一 位 移 法 。 
通常 把 三 维 实体 划分 成 四 面体 或 六 面体 单元 的 网 格 ， 平 面 问题 划分 成 三 角形 或 
四 边 形 单元 的 网 格 。 
(2) 单元 分 析 “在 离散 化 后 ， 分 析 任意 单元 e 的 受 力 与 变形 关系 (图 1-7)。 
1) 假设 节点 位 移 和 节点 力 : 


U + 
| | s. 


图 1-6 离散 化 图 1-7 分 析 单 元 e 的 受 力 与 变形 关系 


2) 写成 矢量 的 形式 ; 
单元 节点 位 移 和 天 量 ; 
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181° = [8 88, б„]' 
节点 力 矢 量 : 
КОЕШ. 
3) жул (A 与 节点 位 移 |ó|° 之 间 的 关系 ( 力 与 变形 关系 ) : 
|° = ГАЈА", [各 "为 单元 刚度 矩阵 
(可 以 类 比 弹 血 刚 度 方程 ( 受 力 与 变形 关系 ) /= ke, 大 刚度 系数 。) 
单元 刚度 矩阵 与 单元 内 部 的 材料 、 变 形 分 布 有 关 。 
(3) 整体 分 析 将 所 有 的 单元 刚度 方程 整合 ， 形 成 整体 系统 刚度 方程 为 
[P] = [K]18] 
式 中 ，| P| 为 整体 系统 节点 载荷 矢量 ，[ 天 ] 为 整体 系统 刚度 矩阵 ，15| 为 整体 系 
统 节点 位 移 矢量 。 
(4) 求解 “求解 刚度 方程 ， 可 以 得 到 节点 位 移 、 单 元 内 部 位 移 、 单 元 内 部 应 
变 ， 从 而 得 到 单元 内 部 的 应 力 为 


























E (x,y,z) (o 

E, (x,y,z) т, 
и(х,у,2) e (x,y,z) С, 

15| 一 о(х,у,2) |= 一 

Yah X,Y,Z) туу 
ю(х,у,2) i 

У,„(х,У,2) Ты 

Уы(х,у,2) T+ 


综 上 所 述 ， 可 以 看 出 有 限 元 方法 的 基本 特点 : 

1) “一 分 一 合 ”。 分 : 连续 体 (无 限 自由 度 ) 一 离散 体 (有 限 自由 度 ) 一 单 
元 分 析 。 合 : 整体 分 析 、 求 解 。 

2) 有 限 元 方法 能 处 理 复 杂 的 结构 形状 、 边 界 条 件 及 载荷 。 

3) 有 限 元 方法 是 一 种 近似 的 数值 方法 。 





1.4 常见 的 有 限 元 软件 简介 


1.4.1 前 处 理 





用 于 模型 数据 准备 的 软件 。 通 常 包 含 结构 几何 建 模 、 网 格 生成 、 边 界 条 件 处 理 
及 材料 参数 生成 、 编 辑 与 修改 等 功能 。 


1.4.2 后 处 理 


用 于 处 理 、 分 析 和 评价 分 析 结 果 的 软件 。 通 常 包 含 物理 量 分 布 规律 的 显示 、 分 
析 结 果 的 变换 处 理 、 各 种 曲线 及 图 表 的 生成 与 绘制 等 处 理 功能 。 
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1.4.3 САЕ 分 析 常 用 前 后 处 理 器 


1. HyperMesh 

名 称 : HyperMesh; 所 属 公司 : 美国 Altair 公司 。 

Altair @ HyperMesh @@ 是 一 个 高 性 能 有 限 单元 前 后 处 理 器 ， 可 让 工程 师 在 高 度 
交互 及 可 视 化 的 环境 下 验证 各 种 设计 条 件 。HyperMesh 的 图 形 用 户 界面 易于 学 习 ， 
支持 直接 输入 CAD 几何 模型 和 已 有 的 有 限 元 模型 ,减少 了 重复 性 的 工作 。 先 进 
的 后 处 理工 具 可 保证 形象 地 表现 复杂 的 仿真 结果 。HyperMesh 具有 无 比 的 速度 、 适 
应 性 和 可 定制 性 ， 并 且 模 型 规模 没有 软件 限制 。 

(1) HyperMesh 特点 

1) 通过 高 性 能 的 有 限 元 建 模 和 后 处 理 大 大 缩短 工程 分 析 的 周期 。 

2) 直观 的 图 形 用 户 界 面 和 先进 的 特性 减少 了 学 习 的 时 间 ， 并 提高 了 效率 。 

3) 直接 输入 CAD 几何 模型 及 有 限 元 模型 ， 减 少 了 用 于 建 模 的 重复 工作 和 
费用 。 

4) 高 速度 、 高 质量 的 自动 网 格 划分 , 极 大 地 简化 了 复杂 几何 的 有 限 元 建 模 
过 程 。 

5) 在 一 个 集成 的 系统 内 ， 支 持 范围 广泛 的 求解 器 ， 确 保 了 在 任何 特定 的 情形 
下 都 能 使 用 适用 的 求解 器 。 

6) 极 高 的 性 价 比 使 软件 投资 得 到 最 好 的 回报 。 

7) 高 度 可 定制 性 更 进一步 提高 了 效率 。 

(2) 具体 应 用 

1) 定制 用 户 界面 : 通过 简便 的 步骤 重新 布置 HyperMesh 菜单 系统 输出 模板 ， 
如 通过 模板 可 以 将 HyperMesh 数据 输出 为 其 他 求解 器 和 程序 可 读 的 格式 。 

2) 输入 转换 器 : 通过 增加 自己 的 输入 转换 器 ， 可 以 扩展 HyperMesh 对 其 他 分 
析 软 件数 据 的 支持 。 

3) 结果 转换 器 : 应 用 提供 的 工具 可 以 创建 专用 的 转换 器 ， 将 特殊 的 分 析 结 
转化 成 HyperMesh 结果 格式 。 

4) 快捷 键 : 大 幅度 提高 工作 效率 。 

5) CAD 接口 及 几何 模型 整理 : HyperMesh 具有 工业 界 主 要 的 CAD 数据 格式 接 
口 。 它 包含 一 系列 工具 ， 可 用 于 整理 和 改进 输入 的 几何 模型 。 输 入 的 几何 模型 可 能 
会 有 间 际 、 重 厨 和 缺损 ， 这 些 会 妨碍 高 质量 网 格 的 自动 划分 。 通 过 消除 缺损 和 孔 ， 
以 及 压缩 相 邻 曲面 的 边界 等 ， 可 以 在 模型 内 更 大 、 更 合理 的 区 域 划分 网 格 ， 从 而 提 
高 网 格 划分 的 总 体 速 度 和 质量 。 同 时 ， 具 有 云图 显示 网 格 质量 、 单 元 质量 跟踪 检查 
等 方便 的 工具 ， 可 及 时 检查 并 改进 网 格 质量 。 

6) 模型 创建 和 编辑 : 在 建立 和 编辑 模型 方面 ，HyperMesh 提供 用 户 一 整套 高 
度 先 进 、 完 善 的 、 易 于 使 用 的 工具 包 。 对 于 2D 和 3D 建 模 ， 用 户 可 以 使 用 各 种 网 
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格 生成 模板 及 强大 的 自动 网 格 划分 模块 。HyperMesh 的 自动 网 格 划分 模块 提供 用 户 
一 个 智能 的 网 格 生成 工具 ， 同 时 可 以 交互 调整 每 一 个 曲面 或 边界 的 网 格 参数 ， 包 括 
单元 密度 、 单 元 长 度 变化 趋势 、 网 格 划分 算法 等 (图 1-8、 图 1-9) 。HyperMesh 也 
可 以 快速 地 用 高 质量 的 一 阶 或 二 阶 四 面体 单元 自动 划分 封闭 的 区 域 。 四 面体 自动 网 
格 划分 模块 应 用 强大 的 AFLR 算法 。 用 户 可 以 根据 结构 和 CFD 建 模 需 要 来 单元 增 
长 选项 ， 选 择 浮动 或 固定 边界 三 角形 单元 和 重新 划分 局 部 区 域 。 

















= 


2 


图 1-8 HyperMesh 中 完成 的 三 维 实体 网 格 图 1-9 HyperMesh 中 完成 的 板 壳 网 格 


7) 强大 的 后 处 理 功 能 : HyperMesh 提供 完备 的 后 处 理 功 能 组 件 ， 可 以 轻松 、 
准确 地 理解 并 表达 复杂 的 仿真 结果 。HyperMesh 具有 完善 的 可 视 化 功能 ， 使 用 等 值 
面 、 变 形 、 云 图 、 瞬 变 、 矢 量 图 和 截面 云图 等 表现 结果 。 它 也 支持 变形 、 线 性 、 复 
合 及 瞬 变 动画 显示 。 男 外 ， 可 以 直接 生成 BMP. JPG. EPS. TIFF 等 格式 的 图 形 文 
件 及 通用 的 动画 格式 。 这 些 特性 结合 友好 的 用 户 界 面 使 用 户 迅 速 找到 问题 所 在 ， 同 
时 有 助 于 缩短 评估 结果 的 过 程 。 

8) 求解 器 接口 ，HyperMesh 支持 很 多 不 同 的 求解 器 输入 输出 格式 。HyperMesh 
同时 具有 完善 的 输出 模板 语言 和 C 涵 数 库 ， 用 于 开发 输入 转换 器 ， 从 而 提供 对 其 












































他 求解 器 的 支持 。 
最 新 版 本 : 12.0; 公司 网 站 : www. altair. com. cn。 
2. Patran 


名 称 : Patran; 所 属 公 司 : МӘС. software 公司 。 

MSC Patran 正 是 从 一 角度 出 发 开发 的 有 限 元 框架 式 平台 ， 设 计 可 以 方便 地 根 
据 自己 的 需求 进行 多 学 科 的 工程 分 析 和 数据 交换 。 因 此 ，MSC Patran 被 广泛 应 用 
于 航空 、 航 天 、 汽 车 、 船 舶 、 铁 道 、 机 械 、 制 造 业 、 电 子 、 建 筑 、 土 木 、 国 防 、 生 
物力 学 、 食 品 包装 、 教 学 研究 等 行业 。 

MSC Patran 友好 的 用 户 界面 条 理 清晰 ， 符 合 CAE 操作 流程 ， 最 多 不 超过 三 级 
的 菜单 按 “ 事 件 ” 激 发 ,使 用 户 可 随意 接 通 任何 分 析 任 务 。 丰 富 的 电子 表格 工具 ， 
如 弹出 或 下 拉 式 菜单 与 表格 、 滑 动 条 、 图 形 图 标 、 按 钮 ,“ 单 击 和 拖 动 ”和 多 功能 
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屏幕 拾取 选择 等 ， 可 用 于 输入 和 管理 数据 。 各 类 表格 均 使 用 普通 的 工程 术语 ， 当 需 
要 时 辅助 表格 或 自动 弹出 或 自动 消失 ， 整 个 界面 看 起 来 易 懂 。 

MSC Patran 对 大 模型 的 操作 响应 极 快 ， 包括 网 格 剖 分 、 图 形 优化 、 数 据 库 优 
化 、 内 存 管理 及 屏幕 刷新 等 ， 都 能 快速 给 出 操作 结果 ， 这 样 将 大 大 加 快 分 析 速 度 。 

MSC Patran 提供 了 交互 式 的 全 文 在 线 帮 助 系统 ， 可 使 用 户 随时 得 到 相关 的 电 
子 文档 帮助 。 另 外 ， 相 关 命令 过 程 的 自动 文件 记录 可 方便 地 编辑 修改 ， 并 用 于 模型 
的 参数 化 研究 。 

MSC. Patran 是 机 械 CAE 分 析 软 件 的 开放 式 前 后 处 理 平 台 ， 它 为 工程 设计 、 分 
析 和 分 析 结 果 评 佑 提供 完整 的 三 维 CAE 环境 ， 能 和 多 种 CAD 几何 接口 集成 。 

最 新 版 本 : 2012; 公司 网 站 : www. mscsoftware. com. cn 。 

3. ANSA 

名 称 : ANSA; 所 属 公 司 : ВЕТА 公司 。 

ANSA 是 一 个 高 性 能 的 有 限 元 前 处 理 器 ， 它 具有 强大 的 有 限 元 网 格 前 处 理 功 
能 ， 且 支持 结构 和 流体 网 格 。 在 处 理 几何 模型 和 有 限 元 网 格 的 效率 和 质量 方面 ， 
ANSA 具有 很 好 的 速度 、 适 应 性 和 可 和 定制 性 ， 并 且 模 型 规模 没有 软件 限制 。 而 其 他 
很 多 有 限 元 前 处 理 软件 在 读 取 复 杂 的 大 规模 模型 数据 时 需要 很 长 时 间 ， 而 且 在 很 多 
情况 下 并 不 能 够 成 功 导入 模型 ， 致 使 后 续 的 CAE 分 析 工 作 无 法 进行 。ANSA 强大 
的 几何 处 理 能 力 使 其 可 以 很 快 读 取 那些 结构 非常 复杂 、 规 模 非 常 庞大 的 模型 数据 ， 
从 而 大 大 提高 了 CAE 分 析 工 程 师 的 工作 效率 ， 也 使 得 很 多 应 用 其 他 前 后 处 理 软件 
很 难 解 决 甚至 根本 不 能 解决 的 问题 迎刃而解 。 

1) 开放 的 平台 : ANSA 是 一 个 开放 的 企业 级 CAE 平台 ， 它 集成 了 设计 与 分 析 
所 需 的 各 种 工具 ， 具 有 非常 出 色 的 性 能 及 高 度 的 开放 性 和 灵活 性 。ANSA 具有 工业 
界 主要 的 CAD 数据 格式 接口 ， 它 不 仅 与 CAD 软件 具有 很 好 的 集成 性 ， 可 以 直接 把 
已 经 生成 的 三 维 实体 模型 导入 到 ANSA 中 ， 而 且 导 入 模型 的 质量 都 很 高 ， 基 本 上 不 
需要 对 模型 进行 修复 ， 大 大 方便 了 CAE 工程 师 对 模型 的 处 理 。ANSA 支持 很 多 不 
同 的 求解 器 输入 /输出 格式 ， 几 乎 所 有 业界 常用 的 求解 器 在 ANSA 中 都 有 接口 ， 用 
户 在 利用 ANSA 划分 好 模型 的 有 限 元 网 格 后 ， 可 以 直接 把 计算 模型 转化 成 不 同 的 求 
解 吉文 件 格式 ， 从 而 利用 相应 的 求解 器 进行 计算 。 因 此 ，ANSA 可 以 作为 企业 级 的 
CAE 应 用 平台 ， 即 统一 利用 ANSA 进行 网 格 划分 ; 然后 对 于 不 同 的 问题 利用 不 同 
的 求解 器 进行 求解 ， 可 大 大 提高 分 析 效 率 。 

2) 友好 的 界面 : ANSA 的 用 户 界 面 友 好 ， 与 其 他 前 处 理 软件 相 比 ，ANSA 界 
面 的 最 大 优势 是 采用 一 级 菜单 系统 ， 几 乎 所 有 的 功能 按钮 都 可 以 在 工具 栏 中 找到 。 
通过 一 到 两 次 单 < 双 > 击 就 能 完成 大 部 分 目标 操作 ， 大 大 提高 了 建 模 效率 ， 并 且 
ANSA 软件 的 用 户 手册 和 在 线 帮 助 对 ANSA 的 功能 使 用 都 做 了 详细 的 介绍 ， 具 有 针 
对 性 的 实例 也 使 用 户 可 以 快速 掌握 软件 的 功能 及 使 用 。ANSA 把 各 种 功能 键 分 为 
ТОРО, MESH, DECK 三 大 类 ， 分 别 用 于 几何 模型 、 网 格 、 求 解 工 作 定义 的 各 种 不 
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同 功 能 。 另 外 ， 又 根据 操作 对 象 的 不 同 把 功能 键 进行 了 更 细 的 分 类 ， 并 称 之 为 
“功能 群 ”， 用 户 可 以 快速 地 找到 功能 按钮 ， 加 快 建 模 速 度 。 六 种 求解 需 被 直接 集 
成 在 АМА 环境 ， 在 ANSA 界面 中 就 可 以 完成 几乎 所 有 的 分 析 工 作 。 定 义 完成 后 只 
需 把 文件 用 相应 的 求解 器 格式 输出 ， 然 后 利用 求解 器 提交 计算 ， 并且 不 同 的 求解 器 
之 间 可 以 进行 协同 工作 。 

以 领先 的 技术 为 支撑 ，ANSA 功能 强大 并 日 趋 完 善 ， 以 下 介绍 其 中 一 些 主 要 的 
功能 。 

(1) 拓扑 显示 及 几何 清理 ”几何 模型 在 导入 有 限 元 前 处 理 融 的 过 程 中 会 发 生 
显示 上 的 错误 ， 而 ANSA 提供 了 先进 而 有 效 的 几何 清理 和 修复 工具 。 其 强大 的 几何 
功能 可 以 非常 方便 地 进行 几何 实体 定义 和 修改 ; 其 自动 识别 孔 、 圆 角 和 边 角 等 小 特 
征 方便 用 户 进行 快速 的 半自动 几何 清理 ; 还 有 其 自动 识别 并 关联 对 称 特征 等 。 这 些 
功能 使 用 户 能 够 快速 修复 CAD 数据 ， 而 不 用 重新 建立 复杂 的 几何 模型 。 

(2) 抽 中 面 功能 ANSA 的 半自动 抽 中 面 功能 可 以 帮助 用 户 正 确 有 效 地 建立 偏 
置 后 的 模型 。 把 偏 置 后 的 位 置 和 特征 的 厚度 关联 起 来 ， 并 可 选择 固定 特征 的 内 表面 
或 外 表面 并 对 其 进行 偏 移 作为 中 面 。 

(3) 几何 关联 ANSA 的 一 个 很 重要 的 特点 是 CAD 模型 (几何 数据 ) 与 网 格 
模型 是 相关 联 的 ， 也 就 是 说 对 CAD 模型 所 做 的 修改 将 会 反映 到 网 格 模型 上 ， 在 网 
格 完 成 后 ， 用 户 只 需要 按 下 A. MESH 按钮 。 当 对 模型 进行 几何 修改 时 ，ANSA 就 会 
自动 利用 前 次 使 用 的 网 格 生 成 准则 ， 对 网 格 进 行 重新 划分 ， 并 自动 执行 网 格 重建 
功能 。 

(4) 部 件 管理 ”部 件 管理 工具 使 用 户 可 在 部 件 级 上 与 数据 库 进行 对 话 ， 方 便 
地 进行 部 件 蔡 换 、 删 除 、 保 存 、 分 开 保存 等 操作 。 通 过 部 件 管理 模块 ， 用 户 可 以 在 
不 用 重新 焊接 或 重新 建立 边界 条 件 的 情况 下 更 新 部 件 。 

(5) 焊 点 的 自动 定义 ANSA 具有 很 强 的 焊 点 定义 功能 ， 用 户 可 以 使 用 多 种 方 
式 定义 连接 点 : 通过 CAD 数据 文件 自动 识别 焊 点 ; 连接 关系 表述 文件 输入 ; 利用 
坐标 输入 创建 三 维 空间 点 ， 然 后 再 转化 为 连接 点 ; 以 VIP、XML 格式 输入 ; 利用 
ANSA 的 连接 点 定义 功能 。 连 接点 定义 完成 后 ， 利 用 ANSA 专用 的 连接 点 管理 工具 
便 可 方便 快捷 地 创建 依赖 于 单元 和 独立 于 单元 的 两 种 连接 关系 。 

(6) 网 格 的 生成 ”具有 生成 面 、 体 、 流 体 网 格 功 能 。 

1) 面 网 格 生成 功能 : АМА 具有 强大 的 面 网 格 创建 、 质 量 检查 、 质 量 改进 工 
H, ANSA 生成 的 面 网 格 与 几何 面 是 相关 联 的 ， 在 几何 上 的 修改 将 会 反映 到 网 格 模 
型 上 ， 大 大 提高 了 网 格 生 成 速度 ， 同 时 ANSA 点 线 面 的 操作 功能 强大 ， 保 证 用 户 可 
方便 灵活 地 对 基本 几何 特征 进行 操作 ; ANSA 提供 多 种 网 格 生成 准则 ， 使 用 户 根据 
面 的 不 同 几何 形状 生成 合适 的 网 格 分 布 ; 质量 检查 工具 可 以 辅助 用 户 对 生成 的 网 格 
质量 进行 监控 ， 并 能 输出 详细 的 网 格 质量 报告 ， 使 用 户 清楚 地 了 解 网 格 的 质量 等 
级 ; 网 格 质量 检查 完成 后 ，ANSA 又 提供 了 功能 丰富 的 网 格 质量 改进 工具 ， 包 括 对 
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整体 网 格 质量 的 改进 、 局 部 网 格 质量 的 改进 和 个 别 网 格 质量 的 改进 ， 自 动 和 手动 两 
种 方式 可 混合 使 用 ,使 用 户 可 方便 快捷 地 对 网 格 的 质量 进行 改进 ， 以 达到 预期 
要 求 。 

2) 体 网 格 生成 功能 : ANSA 中 有 两 种 体 网 
格 生成 模式 ， 即 自动 生成 四 面体 和 五 面体 〈 枫 
形 或 金字 塔 形 ) 网 格 、 半 自动 生成 六 面体 和 五 
HHK ОВЕ) 网 格 。ANSA 具有 六 种 六 面体 网 格 
生成 功能 ， 分 别针 对 不 同 的 几何 形状 进行 体 网 格 
划分 ， 能 满足 任何 形状 的 体 模 型 网 格 创建 (图 
1-10) 。 

众所周知 ， 面 网 格 的 质量 是 体 网 格 质量 的 基 
m, ANSA 强大 的 面 网 格 工具 确保 了 体 网 格 的 高 
质量 ， 同 样 ，ANSA 也 提供 了 体 网 格 质量 检查 和 
改进 工具 ， 使 用 户 能 方便 地 对 质量 较 差 的 网 格 进 








行 质量 改进 图 1-10 在 ANSA 中 完成 的 
行 质量 改进 。 活塞 体 网 格 模型 

3) 流体 网 格 功能 : ANSA 支持 流体 网 格 ， 
拥有 强大 的 流体 网 格 功能 ， 能 为 流体 分 析 软 件 提供 高 质量 的 、 符 合用 户 要 求 的 流体 





网 格 。 

在 生成 流体 网 格 前 ，ANSA 利用 其 强大 的 拓扑 功能 、CAD 功能 为 生成 网 格 做 好 
准备 。ANSA 会 根据 模型 的 几何 曲率 自动 分 配 网 格 的 节点 数 ， 控 制 网 格 大 小 及 增长 
速率 ,限制 最 小 和 最 大 网 格 及 特征 角 ; 然后 利用 网 格 检查 功能 ， 根 据 用 户 的 使 用 要 
求 对 网 格 进 行 检 查 ， 并 完成 自动 或 手动 的 网 格 质 量 改进 。 同 样 ，ANSA 能 快速 方便 
地 完成 四 面体 和 六 面体 流体 网 格 。 

(7) 汽车 分 析 专 用 工具 АМА 具有 专门 针对 汽车 分 析 的 功能 ， 在 汽车 安全 分 
析 中 ， 可 以 快速 定位 和 约束 假 人 模型 、 安 全 带 、 安 全 气 填 。 它 支持 各 种 通用 的 假 人 
模型 ， 可 读 入 假 人 的 零件 布置 和 定位 文件 ， 也 能 在 作为 变形 体 或 刚体 的 假 人 模型 中 
自动 创建 零件 的 层次 关系 。ANSA 使 用 面 网 格 创建 安全 带 模型 ， 并 自动 把 它 定 位 在 
假 人 模型 上 ， 这 样 就 大 大 节省 了 时 间 ， 提 高 了 效率 。 因 此 ，ANSA 在 汽车 行业 中 的 
应 用 非 党 广泛 。 

最 新 版 本 : V13.2; 国内 代理 商 网 站 : http: //www. feaonline. com. cn/product/ 


ansa. html, 


1.4.4 САЕ 常用 分 析 软 件 


1. 15 -DYNA 
所 属 公 司 : LSTC 公司 。 
软件 评述 : LS - DYNA 是 世界 上 著名 的 显 式 动力 分 析 有 限 元 程序 ， 可 以 精确 可 
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靠 地 处 理 各 种 高 度 非 线性 问题 ， 如 碰撞 分 析 、 爆 炸 分 析 、 冲 压 成 型 分 析 、 常 规 武器 
设计 、 跌 落 分 析 等 。 

最 新 版 本 : 1s971R7; 公司 网 站 : www. lstc. com, 

2. Nastran/ Marc/ Dytran/ Adams 

所 属 公 司 : MSC 公司 。 

前 三 个 软件 目前 已 整合 到 MSC 的 nastran 求解 器 中 ， 如 Marc 为 nastran 的 Solu- 
tion600 ， 这 些 产 品 分 别 用 来 求解 线性 、 非 线性 、 冲 击 碰撞 问题 。Adams 是 集 建 模 、 
求解 、 可 视 化 技术 于 一 体 的 虚拟 样机 软件 ， 是 世界 上 目前 使 用 范围 最 广 、 最 负 盛 名 
的 机 械 系统 仿真 分 析 软 件 之 一 。 

最 新 版 本 : MD Nastran2012 Md Adams 2012; 公司 网 站 : www. mscsoftware. com. cno 

3. ABAQUS 

所 属 公 司 : Simula ( 达 索 ) 公司 。 

ABAQUS 是 一 套 先 进 的 通用 有 限 元 系统 ， 也 是 功能 最 强 的 有 限 元 软件 之 一 ， 可 
以 分 析 复 杂 的 固体 力学 和 结构 力学 系统 ， 特 别 是 能 够 求解 较为 复杂 的 问题 和 模拟 高 
度 非 线 性 问题 。 

最 新 版 本 : V6. 13; 公司 网 站 : www. abaqus. com. ens 

4. ANSYS 

所 属 公 司 : ANSYS 公司 。 

ANSYS 软件 提供 了 结构 、 流 体 、 热 、 电 磁 单 场 分 析 功 能 ， 而 且 这 些 分 析 在 统 
一 模拟 环境 、 同 一 数据 库 中 进行 。 通 过 多 场 耦合 处 理工 具 ， 可 以 进行 复杂 得 多 的 物 
理 耦 合 分 析 。 

最 新 版 本 : 14.0; 国内 最 大 代理 商 安 世 亚太 公司 的 网 站 : www. ansys. сот. спо 

5. DYNAFORM 

所 属 公司 : 由 ЕТА 公司 和 LSTC 公司 (KEFE). 

DYNAFORM 软件 用 于 板 成 型 模拟 的 专用 软件 包 ， 可 以 帮助 模具 设计 人 员 显 
减少 模具 开发 设计 时 间 及 试 模 周期 ， 不 但 具有 良好 的 易 用 性 ， 而 且 包括 大 量 的 智 
化 自动 工具 ， 可 方便 地 求解 各 类 板 成 形 问题 。DYNAFORM 的 模块 包含 : 冲压 过 
IJE (For mapbility) 、 模 具 设 计 模 块 (DFE) 、 坯 料 工程 模块 (BSE), 、 精 确 求解 
模块 (LS -DYNA) 。 

最 新 版 本 : V5.9, 






























































SE В БЕ 1 





1.5 Midas ІТ 介绍 


Midas Information Technology Со. , Ltd. (简称 : Midas IT) 正式 成 立 于 2002 
年 9 月 1 日， 它 前 身 隶属 于 世界 最 大 的 钢铁 公司 之 一 一 一 浦 项 制 铁 (POSCO) Ж 
团 。 公 司 从 1989 年 开始 开发 Midas 软件 以 来 ， 业绩 飞 速 发 展 ， 目 前 在 全 球 建 筑 结 
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构 、 桥 粱 、 岩 土 结构 软件 市 场 中 ，Midas 软件 市 场 占有 率 一 直 名 列 前 茅 。 继 成 功 推 
出 建筑 、 桥 梁 、 岩 土产 品 后 ，Midas IT 经 过 近 六 年 的 开发 ， 于 2007 年 成 功 推 出 了 
机 械 结构 多 物理 场 仿真 分 析 设 计 产 品 Midas NFX， 目 前 在 全 球 各 机 械 领 域 得 到 了 广 
泛 的 应 用 。 

北京 迈 达 斯 技术 有 限 公司 是 韩国 Midas IT 在 我 国 的 独资 子 公司 ， 于 2002 年 11 月 
正式 成 立 ， 从 事 建筑 结构 、 桥 梁 、 上 尘土 障 道 、 机 械 等 结构 分 析 和 设计 软件 的 开发 、 销 
售 、 咨 询 及 技术 支持 工作 。 进 入 我 国 市 场 九 年 以 来 ，Midas 软件 的 用 户 已 经 发 展 到 
2000 余 家 ， 越 来 越 受 到 我 国 工 程 师 认 可 和 欢迎 ， 在 桥梁 结构 分 析 与 设计 领域 、 岩 土 
分 析 领 域 、 建 筑 结构 分 析 与 设计 领域 的 市 场 占 有 率 均 处 于 领先 地 位 。 在 机 械 仿真 产品 
行业 方面 ， 其 产品 Midas МЕХ 也 逐渐 被 用 户 所 认可 ， 现 已 通过 中 国 机 械 工程 学 会 机 
械 设计 分 会 、 中 国 机 械 工 业 联合 会 、 中 国 汽车 工程 学 会 、 中 国 工程 机 械 工业 协会 、 中 
国 通用 机 械 工业 协会 共 五 个 协会 的 鉴定 和 认可 。 并 且 与 中 国 机 械 工程 学 会 机 械 设计 分 
会 启动 了 机 械 设计 工程 师 和 Midas NFX 的 互 认 工作 。 目 前 ， 北京 奥 运 会 多 个 场馆 、 
上 海 世 博 会 多 个 场馆 、 广 州 亚运 会 场馆 、 深 圳 大 运 会 场馆 、 各 地 超 高 层 各 类 特种 结构 
工程 及 桥梁 与 隧道 方面 的 工程 等 都 在 广泛 应 用 Midas 系列 软件 。 


1.5.1 Midas МЕХ 简介 


















































1. Midas МЕХ 总 体 介绍 

Midas NFX 是 一 款 专注 于 机 械 产品 设计 仿真 的 分 析 设 计 软 件 ， 集 结构 、 流 体 、 
热 传 递 等 多 个 物理 场 于 一 个 操作 环境 中 。Midas МЕХ 专注 于 用 户 的 设计 效率 和 产品 
分 析 的 准确 性 ， 其 快捷 简便 的 操作 方式 、 适 合 国 内 用 户 的 中 文 模式 、 基 于 Nastran 
求解 技术 的 计算 内 核 、 经 过 无 数 的 工程 案例 验证 的 计算 精度 都 保证 了 设计 的 高 效 性 
和 准确 性 。Midas NFX 为 国内 用 户 在 一 个 十 分 友好 的 环境 下 提供 了 一 个 多 学 科 优 化 
设计 的 整体 分 析 解 决 方案 ， 如 图 1-11 所 示 。 

2. Midas NFX 技术 特点 

与 其 他 的 有 限 元 软件 相 比 ，Midas МЕХ 具有 以 下 特点 全 中 文 操作 界面 ; 
多 几何 模型 自动 清理 功能 ，@ 与 大 多 数 САР 软件 的 接口 ; 思 混 合 网 格 划分 技术 ; 
@@ 并 行 网 格 划分 技术 ; @ 自 动 生 成 装配 体 接触 ; @ 同 时 适用 于 32/64 位 操作 系统 的 
АМС 和 MFS 求解 器 ，@ 基 于 并 行 计算 的 图 形 处 理 技术 ; @ 自 动 生成 Word 报告 书 ; 
人 能 实现 多 场 及 多 场 耦合 功能 ; @@ 集 前 后 处 理 、 分 析 求 解 及 多 场 分 析 于 一 体 。 

3. Midas МЕХ 的 主要 模块 

Midas МЕХ 是 一 个 集成 化 的 机 械 结构 有 限 元 分 析 与 设计 软件 ， 主 要 有 几何 建 模 
模块 、 接 触 定 义 模块 、 网 格 划 分 模块 、 分 析 助 手 模块 、 分 析 模 型 更 新 模块 、 边 界 模 
块 、 载 苟 模块 、 静 态 分 析 模 块 、 模 态 / 届 曲 分 析 模 块 、 非 线性 分 析 模 块 、 疲 劳 分 析 
模块 、 复 合 材料 分 析 模 块 、 动 态 分 析 模 块 、 显 式 动态 分 析 模 块 、 热 传递 分 析 模 块 、 
СЕЮ 分 析 模 块 、 拓 扑 优 化 分 析 模 块 、 自 适应 网 格 分 析 模 块 、32/64 位 并 行 求解 器 模 
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疲劳 分 析 
复合 材料 分 析 
模 态 / 届 曲 分 析 
( 预 应 力 ， 刚 度 /关节 ) | 
e. w s 228 
线性 静态 分 析 = “Tel 


(线性 接触 ， 边 界 /刚度 ) , ку “S 
° midas rK 2 


<= | 29838с 全 方位 解决 方案 _ 


„к T ааа Ыя 
(时 间 ， 频 率 响应 ， 随 机 响应 ， 非 线性 显 式 ) | 
W е 
( 预 应 力 ， 刚 度 /关节 ) 32/64 位 并 行 求解 器 
拓扑 优化 


图 1-11 Midas МЕХ 全 方位 解决 方案 


热 传 递 / 热 应 力 分 析 
( 稳 态 / 瞬 态 ) 


非 线性 静态 / 准 静 态 分 析 
(材料 /几何 接触 ) 


CFD 流 体 分 析 
(热流 体 ， 移 动 网 格 ) 


块 、 结 果 后 处 理 模 块 、 自 动 Word 报告 书 模块 、 材 料 库 模块 等 21 个 模块 ， 包 括 了 
静态 、 动 态 、 疲 劳 、 复 合 材料 、 优 化 分 析 类 型 ， 涉 及 了 产品 的 结构 、 传 热 、 流 体 及 


其 耦合 分 析 。 
下 面 分 别 介 绍 几 个 主要 模块 的 技术 特点 。 





(1) 几何 建 模 模块 ”Midas МЕХ 采用 自 底 向 上 、 自 项 向 下 及 两 者 混合 三 种 建 
模 技 术 ， 提 供 了 多 种 创建 曲面 和 实体 模型 功能 。 软 件 还 提供 了 强大 的 模型 清理 功 
能 ， 不 但 可 在 模型 导入 时 自动 执行 ， 还 可 以 利用 清除 向 导 批 量化 地 搜索 、 查 看 和 删 





除 特征 (图 1-12)。 
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图 1-12 ”可视化 管理 和 批量 化 删除 功能 
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(2) 接触 定义 模块 ”Midas NFX 自动 定义 装配 模型 的 接触 ， 并 允许 工程 师 方 
便 地 查看 和 管理 这 些 定义 。 即 使 对 于 复杂 的 装配 模型 ， 也 可 以 通过 部 件 之 间 的 距离 
自动 计算 建立 接触 ， 而 不 需要 检查 每 个 部 件 间 的 接触 条 件 。 同 时 ， 还 能 够 通过 可 视 
化 功能 清晰 地 查看 已 定义 的 接触 。 通 过 接触 管理 器 功能 ， 能 够 容易 地 查看 和 修改 已 
定义 的 接触 的 特性 信息 。 

(3) 网 格 划分 模块 ”利用 自动 网 格 划分 技术 ，Midas NFX 可 以 自动 生成 高 质 
量 、 六 面体 为 主导 的 单元 网 格 ， 它 的 分 析 时 间 显 著 减 少 ， 结 果 更 是 优 于 其 他 单元 形 
式 的 结果 (图 1-13) 。 



































在 容易 发 生 高 应 力 结果 的 边界 中 生 六 面体 -四 面体 混合 单元 网 格 的 单元 分 布 
成 六 面体 单元 ,在 更 注重 刚度 和 质量 (基于 单元 类 型 的 颜色 显示 ) 
计算 的 几何 体内 部 中 生成 四 面体 单元 


图 1-13 混合 网 格 划分 技术 


(4) 分 析 模 型 更 新 模块 ”分 析 模 型 更 新 功能 是 用 来 解决 设计 过 程 中 经 常 发 生 
因 设 计 方案 改变 而 需要 进行 重复 性 分 析 工 作 的 问题 ， 再 设计 可 以 在 简单 更 新 CAD 
模型 后 立即 被 完成 。Midas NFX 支持 分 析 模 型 的 多 种 参照 ， 如 几何 目标 的 号 、 坐 
标 和 几何 表面 的 颜色 等 〈 图 1-14) ， 即 使 CAD 模型 的 拓扑 形状 已 经 发 生 改变 也 可 
以 正确 地 更 新 这 些 参 照 。 这 个 功能 可 以 为 大 量 的 CAD 模型 定义 一 个 标准 分 析 模 版 ， 
因此 ， 它 可 以 非常 方便 地 为 设计 者 提供 标准 化 设计 分 析 流 程 。 

(5) 边界 模块 ”提供 工程 边界 设置 基本 窗口 和 自 定 义 设置 高 级 窗口 ， 工 程 边 
界 条 件 采用 图 标 形式 ， 以 图 标 形式 描述 的 实际 边界 形象 直观 ; 提供 基于 坐标 平面 的 
快捷 对 称 面 和 反对 称 边 界 设置 ， 提供 顶点 、 边 、 面 、 节 点 、 自 由 面 节点 的 目标 选取 
方式 ， 既 可 以 选择 节点 也 可 以 选择 几何 体 。 

(6) 载荷 模块 ”提供 用 于 静态 分 析 的 静态 载荷 和 动态 分 析 的 动态 载荷 。 静 态 
载荷 包括 重力 、 旋 转 力 、 力 、 力 和 矩 、 扭 矩 、 压 力 、 位 移 、 远 程 载荷 、 轴 承载 荷 、 节 
点 温度 、 曲 面 单元 温度 、 梁 单元 温度 、 深 单元 荷载 、 管 内 部 压力 、 跟 随 力 等 ， 且 所 
有 静态 载荷 均 可 以 转换 动态 载荷 。 提 供应 用 频率 域 分 析 的 频率 相关 的 载荷 ;提供 热 
源 、 热 流 、 传 导 、 辐 射 、 空 腔 辐 射 等 热 载 荷 ， 且 这 些 载荷 可 以 与 时 间 不 相关 或 相 
关 ， 即 稳 态 热 载荷 或 瞬 态 热 载荷 。 提 供 项 点 、 边 、 面 、 节 点 、 自 由 面 节 点 的 目标 选 
取 方 式 ， 也 提供 基于 坐标 系 、 边 、 面 、 法 向 和 矢量 等 方向 的 确定 方法 。 

(7) 静态 分 析 模 块 ” 用 来 求解 外 载 引起 的 位 移 、 应 力 和 力 ， 提 供 了 应 力 、 位 
移 、 安 全 因子 、 网 格 密度 引起 的 收敛 误差 等 实际 分 析 结果 ， 并 能 考虑 预 应 力 和 线性 





























16. 有 限 元 方法 及 Midas 软件 在 汽车 结构 分 析 中 的 应 用 $ 
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通过 对 分 析 案 例 中 现 有 模型 到 改进 模型 的 简单 拖 搜 ， 所 有 载荷 、 
边界 条 件 、 分 析 类 型 及 条 件 都 自动 地 转移 到 改进 的 模型 上 。 
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在 分 析 改 进 模型 之 后 对 比 前 后 的 结果 ， 














可 以 在 一 个 多 窗口 视图 中 方便 地 进行 查看 和 比较 。 
图 1-14 基于 颜色 参考 的 模型 更 新 功能 





接触 ， 提 供 基于 GUI 子 工 况 定 义 。 

(8) 模 态 /屈曲 分 析 模块 ”使 用 Block Lanczos 求解 器 ， 提 高 了 大 模型 的 特征 
值 分 析 效率 。 同 时 ， 在 一 个 复杂 的 装配 模型 中 ， 可 以 使 用 线性 接触 功能 有 效 地 计算 
出 反映 零件 之 间 相 对 运动 特性 的 振 型 。 

(9) 非 线性 分 析 模 块 ”Midas МЕХ 提供 卓越 的 计算 收敛 性 ， 能 够 有 效 地 进行 
材料 、 几 何 和 接触 非 线 性 分 析 ， 如 塑性 、 里 变 、 脱 胀 、 大 变形 、 大 应 变 及 接触 分 
析 ， 可 以 实现 连续 /独立 的 载荷 条 件 组 合 ， 并 分 析 和 再 分 析 〈 重 启 ) 过 程 中 的 收敛 
状态 和 中 间 结 

(10) 疲劳 分 析 模 块 。” Midas МЕХ 提供 了 现在 结构 分 析 领 域 从 传统 强度 校 核 向 
耐久 性 校 核 延 伸 的 疲劳 分 析 功 能 。 使 用 一 个 独立 的 后 处 理 功 能 可 以 方便 地 检验 疲劳 
和 耐久 性 ， 并 通过 最 少 的 数据 输入 即 可 方便 地 执行 疲劳 分 析 。 

(11) 复合 材料 分 析 模 块 ”Midas NFX 使 用 定义 复合 材料 的 直观 的 CUI， 可 以 
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方便 地 查看 2D 和 3D 复合 材料 单元 ， 并 提供 多 种 疲劳 理论 和 疲劳 指标 。 

(12) 动态 分 析 模 块 ”Midas NFX 可 以 执行 卓越 可 靠 的 动力 分 析 ， 其 采用 的 直 
接 法 和 模 态 法 均 具 有 杰出 的 可 靠 性 和 效率 性 。 主 要 分 析 类 型 包括 瞬时 响应 分 析 、 频 
率 响应 分 析 、 随 机 振动 分 析 、 响 应 谱 分 析 、 强 迫 运动 分 析 等 。 

(13) 显 式 分 析 模 块 ” 通 过 使 用 显 式 时 间 积 分 ，Midas МЕХ 可 有 效 地 计算 复杂 
的 大 规模 装配 体 模 型 的 材料 、 几 何 和 接触 非 线性 ， 满 足 了 产品 高 速 碰撞 、 大 变形 的 
分 析 需 求 ， 以 及 解决 了 有 效 模拟 冲击 、 碰 撞 、 跌 落 等 问题 。 

(14) 热 传 递 分 析 模 块 ”Midas МЕХ 提供 热传导 和 热 应 力 的 连续 分 析 功 能 ， 同 
时 还 可 获得 温度 结果 和 热 变 形 / 热 应 力 结果 ， 以 及 可 以 进行 稳 态 和 瞬 态 、 线 性 和 非 
线性 分 析 。 

(15) CFD 分 析 模 块 ”Midas МЕХ 提供 一 个 基于 有 限 单元 法 的 СЕЮ 分 析 功 能 ， 
且 在 一 定 流速 范围 内 可 进行 流体 分 析 、 热 传递 分 析 和 自由 表面 分 析 。Midas NFX 为 
同一 几何 模型 的 结构 分 析 和 流体 分 析 提 供 统 一 的 工作 环境 ， 并 在 同一 操作 环境 下 实 
现 流 场 与 结构 分 析 快 速 的 数据 传递 。 

(16) 拓扑 优化 分 析 模 块 ”Midas NFX 提供 了 考虑 静 力 /动力 分 析 和 制造 过 程 
的 拓扑 优化 分 析 。 通 过 与 线性 静 力 、 模 态 和 频率 响应 分 析 等 分 析 功 能 的 结合 ， 优 化 
分 析 可 以 保证 产品 的 安全 性 和 经 济 性 。 

(17) 自 适 应 网 格 分 析 模块 ”Midas МЕХ 提供 自 适 应 网 格 分 析 功 能 ， 基 于 收敛 
误差 ， 即 使 是 非 专家 也 可 以 轻松 地 获得 可 信赖 的 单元 网 格 和 分 析 结 果 。 根 据 网 格 密 
度 的 兼容 性 ， 可 自动 进行 网 格 更 新 ， 避 免 了 过 度 细 化 网 格 ， 使 非 专 家 也 可 以 轻松 地 
得 到 可 靠 的 结果 。 

(18) 32/64 位 并 行 求解 器 模块 ”Midas NFX 配备 了 世界 公认 最 高 效 的 求解 器 
之 一 的 直接 法 多 波 前 求解 器 和 迭代 法 АМС (代数 多 重 网 格 ) 求解 器 ， 这 两 个 求解 
器 均 支 持 32764 位 操作 系统 。 程 序 根据 分 析 类 型 和 模型 尺寸 ， 能 自动 地 选择 一 个 合 
适 的 求解 器 ， 在 一 个 多 核 系统 中 通过 有 效 的 并 行进 程 实现 高 性 能 的 并 行 计算 。 

(19) 结果 后 处 理 模 块 ”Midas МЕХ 的 结果 分 析 和 组 织 功能 使 工程 师 可 以 有 效 
地 进行 分 析 后 的 二 次 工作 ， 包 括 表格 数据 、 线 上 图 、 虚 拟 移动 、 流 线 显示 、 剂 断 
面 、 镜 像 等 。 

(20) 自动 Word 报告 书 模块 ”Midas NFX 提供 的 基于 Word 报告 书 自动 生成 功 
ВЕ (图 1-15) ， 最 大 限度 地 方便 工程 师 的 报告 制作 ; 同时 ， 报 告 书 也 为 工程 师 提 供 
了 足够 的 可 操作 性 ， 并 根据 实际 情况 增 减 报告 内 容 ; 生成 过 程 全 自动 ， 无 需 人 为 
干预 。 

4. Midas NFX 程序 的 功能 菜单 介绍 

Midas NFX 的 功能 菜单 分 为 七 项 : 文件 菜单 包含 了 与 文件 和 模型 数据 有 关 的 
操作 。 如 创建 是 建立 一 个 新 的 分 析 文件 ;导入 命令 是 导入 CAD. Nastran 等 文件 。 
久 几 何 菜 单 包 含 了 创建 、 修 改 和 简化 几何 体 的 命令 。 如 实体 分 割 命令 可 以 将 一 个 几 
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1-15 Word 自动 报告 书生 成 功能 

何 实体 分 割 成 几 部 分 ; 镜像 命令 可 以 生成 具有 对 称 性 的 几何 体 。@@ 网 格 菜单 通过 网 
格 菜单 ， 可 以 生成 四 面体 网 格 、 六 面体 网 格 及 混合 网 格 。@@ 静 态 / 热 分 析 菜 单 包含 
了 静态 分 析 、 静 态 热 分 析 所 用 到 的 各 类 载荷 和 边界 条 件 ， 如 螺栓 载荷 、 轴 承载 荷 、 
空 腔 热 辐射 边界 条 件 。@@ 动 态 / 传 热 /CFD 分 析 菜 单 包 含 了 动态 分 析 、 瞬 态 传 热 分 
т, CFD 分 析 所 用 到 的 各 类 载荷 和 边界 条 件 ， 如 反应 谱 、 用 于 瞬 态 热 分 析 的 传 感 
器 。(@ 分 析 与 结果 菜单 包含 了 各 种 工 况 的 定义 ， 如 静态 分 析 、 模 态 分 析 、 稳 态 热 应 
力 、 拓 扑 优 化 等 ;同时 也 包含 了 结果 的 提取 和 分 析 。(O 工 具 菜 单 主 要 包含 了 分 析 环 
境 的 设置 ， 如 多 视图 窗口 的 布置 、 几 何 体 和 网 格 颜色 的 设置 。 

5. Midas NFX 程序 的 界面 介绍 

Midas NFX 交互 式 界面 主要 分 为 八 个 部 分 (Ed 1-16) : 中 功能 区 菜单 以 面板 形 
式 提供 相关 命令 操作 。Q@ 选 项 卡 工具 栏 提供 分 类 的 工具 栏 图 标 。@ 快 捷 工 具 栏 提供 
常用 的 功能 图 标 ， 如 视图 显示 功能 。@@ 工 作 树 以 一 个 树 状 结构 型 式 提供 模型 数据 并 
为 数据 管理 和 建 模 提 供 有 效 的 功能 。 久 属性 窗口 提供 多 种 信息 和 解释 功能 。@O 信 息 
窗口 提供 模型 中 多 种 信息 和 操作 信息 。(2 单 位 管理 器 提供 实时 单位 转换 。@ 视 图 窗 
口 显示 绘制 的 图 形 ， 包 括 模 型 、 网 格 和 分 析 结果 等 ， 并 且 可 以 同时 显示 多 个 模型 
窗口 。 

6. Midas МЕХ 程序 的 单位 系统 

当 单 < 双 > 击 文件 菜单 < 新建 > 命令 的 时 候 ， 会 出 现 < 分 析 设 置 > 对 话 框 ， 如 
图 1-17 所 示 。 从 对 话 框 中 可 以 看 出 ，Midas МЕХ 共有 六 个 可 以 选用 的 单位 系统 ， 
其 中 最 常用 的 是 [ N -mm -kg -sec —J] > 
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图 1-16 Midas NFX 程序 界面 
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图 1-17 ”< 分 析 设 置 > 对话 框 


单位 管理 器 


ЕРДЕ 
弹性 力学 是 研究 弹性 固体 在 约束 和 外 载荷 作用 下 应 力 和 变形 分 布 规律 的 一 门 学 


科 。 在 弹性 力学 中 针对 微小 的 单元 体 建立 基本 方程 ， 把 复杂 形状 弹性 体 的 受 力 和 变 
形 分 析 问 题 归 结 为 偏 微分 方程 组 的 边 值 问 题 (图 2-1)。 


P 
图 2-1 受 力 与 变形 分 析 的 边 值 问题 


2.1 弹性 力学 的 基本 假定 





应 当 指出 ， 对 于 工程 材料 ， 无 论 是 金属 材料 还 是 高 分 子 材料 ， 微 观 上 都 是 按 一 
定 规则 排列 构成 的 ， 而 且 材 料 内 部 经 常会 有 缺陷 存在 。 因 此 工程 材料 内 部 的 缺陷 、 
夹杂 和 和 孔洞 等 构成 了 固体 材料 微观 结构 的 复杂 性 。 

弹性 力学 分 析 中 ， 必 须根 据 已 知 物理 量 ， 如 外 力 、 结 构 几 何 形状 和 约束 条 件 
等 ， 通 过 静 力 平衡 、 几 何 变形 和 本 构 关系 等 ， 推 导 和 确定 基本 未 知 量 ， 人 位移、 应变 
和 应 力 等 与 已 知 物理 量 的 关系 。 由 于 工程 实际 问题 的 复杂 性 是 由 多 方面 因素 构成 
的 ， 如 果 不 分 主 次 地 考虑 所 有 因素 ， 问 题 将 是 十 分 复杂 的 ， 数 学 推导 也 是 困难 重 
重 ， 以 至 于 不 可 能 求解 。 因 此 根据 问题 性 质 建立 力学 模型 时 ， 必 须 作 出 一 些 基 本 假 
设 ， 忽略 部 分 可 以 暂时 不 予 考虑 的 因素 ， 使 研究 的 问题 限制 在 一 个 方便 可 行 的 范围 
之 内 。 对 于 弹性 力学 分 析 ， 这 是 十 分 必要 的 。 在 今后 的 讨论 中 ， 如 果 没 有 特别 的 提 
示 ， 均 采用 以 下 的 弹性 力学 基本 假设 。 


2.1.1 连续 性 假设 


假设 所 研究 的 整个 弹性 体内 部 完全 由 组 成 物体 的 介质 所 充满 ， 各 个 质点 之 间 不 
存在 任何 空 阶 。 这 就 是 说 ， 物 体 的 介质 粒子 连续 地 充满 物体 所 占 的 空间 ， 而 且 变形 
后 仍然 保持 这 种 连续 性 。 根 据 这 一 假设 ,物体 的 所 有 物理 量 ， 如 位 移 、 应 变 和 应 力 
等 均 成 为 物体 所 占 空间 的 连续 函数 。 

当然 ， 由 于 固体 材料 都 是 由 微粒 组 成 的 ， 微 观 上 这 个 假设 不 可 能 成 立 。 但 是 ， 
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对 于 工程 材料 ， 微 粒 尺 寸 和 微粒 之 间 的 距离 远 小 于 物体 的 几何 尺寸 ， 故 采用 这 一 假 
设 并 不 会 引起 明显 的 误差 。 


2.1.2 均匀 性 假设 


假设 弹性 物体 是 由 同一 类 型 的 均匀 材料 组 成 的 。 因 此 物体 各 个 部 分 的 物理 性 质 
都 是 相同 的 ， 且 不 随 坐 标 位 置 的 变化 而 改变 。 因 此 ， 物 体 的 弹性 性 质 处 处 都 是 相同 
的 。 根 据 这 个 假设 ， 在 处 理 问 题 时 ， 可 以 取出 物体 的 任意 一 个 小 部 分 讨论 ， 然 后 将 
分 析 结 果 应 用 于 整个 物体 。 

如 果 物 体 是 由 两 种 或 者 两 种 以 上 介质 组 成 的 ， 如 混凝土 ， 只 要 每 一 种 物质 的 颗 
粒 远 远 小 于 物体 的 几何 形状 ， 并 且 在 物体 内 部 均匀 分 布 ， 从 宏观 意义 上 讲 ， 就 可 以 
视 为 均匀 材料 。 当 然 对 于 明显 的 非 均匀 物体 ， 如 环 氧 树脂 基 碳纤维 复合 材料 ， 则 不 
能 处 理 为 均匀 材料 。 


2.1.3 各 向 同性 假设 


假定 物体 在 各 个 不 同 的 方向 上 具有 相同 的 物理 性 质 ， 这 就 是 说 物体 的 弹性 常数 
将 不 随 坐 标 方向 的 改变 而 变化 。 对 于 由 晶体 构成 的 金属 材料 ， 由 于 单 品 体 是 各 向 蜡 
性 的 ， 微观 上 显然 不 是 各 向 同性 的 。 但 是 由 于 晶体 尺寸 极 小 且 排 列 是 随机 的 ， 因 此 
宏观 上 ， 材 料 性 能 是 显示 各 向 同性 。 当 然 ， 像 木材 、 竹 子 及 纤维 增强 材料 等 ， 确 实 
属于 各 向 异性 材料 。 这 些 材 料 的 研究 则 不 属于 弹性 力学 的 讨论 范围 ， 它 们 是 复合 材 
料 力学 研究 的 对 象 。 


2.1.4 完全 弹性 假设 


对 应 一 定 的 温度 ， 如 果 应 力 和 应 变 之 间 存 在 一 一 对 应 关系 ， 而 且 这 个 关系 和 时 
间 无 关 ， 也 和 变形 历史 无 关 ， 则 称 为 完全 弹 塑性 材料 。 完 全 弹性 分 为 线性 和 非 线 性 
弹性 ， 弹 性 力学 研究 限于 线性 的 应 力 与 应 变 关 系 ; 这 就 是 说 ， 弹 性 力学 问题 研究 在 
胡 克 定理 成 立 的 条 件 之 下 。 

完全 弹性 假设 使 得 弹性 力学 研究 对 象 的 材料 弹性 常数 不 随 应 力 或 应 变 的 变化 而 
改变 。 







































































2.1.5 小 变形 假设 


假设 在 外 力 或 者 其 他 外 界 因 素 ( 如 温度 等 ) 的 影响 下 ， 物 体 的 变形 与 物体 自 
身 儿 何 尺寸 相 比 属于 高 阶 小 量 。 

根据 小 变形 假设 ,在 弹性 体 的 平衡 等 问题 讨论 时 ， 可 以 不 考虑 因 变 形 所 引起 的 
尺寸 变化 ， 使 用 物体 变形 前 的 几何 尺寸 来 替代 变形 后 的 尺寸 ， 这 将 使 得 问题 分 析 简 
化 。 采 用 这 一 假设 ， 可 以 在 基本 方程 推导 中 ， 略 去 位 移 、 应 变 和 应 力 分 量 的 高 阶 小 
量 ， 使 基本 方程 成 为 线性 的 偏 微分 方程 组 。 
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2.1.6 无 初始 应 力 的 假设 


假设 物体 处 于 自然 状态 ， 即 在 外 界 因素 (如 外 力 或 温度 变化 等 ) 作用 之 前 ， 
物体 内 部 没有 应 力 。 根 据 这 一 假设 ， 弹 性 力学 求解 的 应 力 仅 仅 是 外 力 或 温度 改变 而 
产生 的 。 


2.2 弹性 力学 的 关键 概念 





弹性 力学 中 的 基本 变量 为 体积 力 、 面 积 力 、 应 力 、 位 移 、 应 变 ， 各自 的 定义 如 
F: 中 体积 力 是 分 布 在 物体 体积 内 的 力 ， 如 重力 和 惯性 力 。@) 面 积 力 是 分 布 在 物体 
表面 上 的 力 ， 如 接触 压力 、 流 体 压力 。@ 物 体 受 到 约束 和 外 力作 用 ， 其 内 部 将 产生 
内 力 。 物 体内 某 一 点 的 内 力 就 是 应 力 。@ 物 体 的 形状 改变 可 以 归结 为 长 度 和 角度 的 
改变 。 各 线段 的 单位 长 度 的 伸缩 ， 称 为 正 应 变 ， 用 е 表示 。 两 个 垂直 线段 之 间 的 直 
角 的 改变 ， 用 弧度 表示 ， 称 为 剪 应 变 ， 用 y 表示 。 物 体内 任意 一 点 的 变形 ， 可 以 用 
ё Eps Ers Уу, У. yx 六 个 应 变 分 量 表 示 。 名 位 移 就 是 位 置 的 移动 。 物 体内 任 
TOEAU. 用 位 移 在 x、y、z BEMER u, v, w 表示 。 


2.2.1 外 力 


外 力 可 以 分 为 体积 力 、 面 积 力 和 集中 力 。 

1) 体积 力 : 所 谓 体积 玫 个 体积 内 部 各 个 质点 上 的 力 ， 又 称 
为 质量 力 。 如 物体 的 重力 、 惯 性 力 、 电 磁力 等 。 

2) 面积 力 : 面积 力 是 分 布 在 物体 表面 上 的 力 ， 如 风力 、 静 水 压力 、 物 体 之 间 
的 接触 力 等 。 











3) 集中 力 : 
Р, 
Р) =? (2-1) 
P, 
节点 集中 力 是 广义 力 ， 可 以 是 力 ， 也 可 以 是 力矩 。 
2.2.2 应 力 
应 力 定义 为 : 单位 面积 上 所 承受 的 附加 内 力 ， 其 表达 式 为 
АЕ, 
=А$, (2-2) 


APF, o 表示 应 力 ; A 表示 在 j 方 向 的 施 力 ; AS; 表 示 在 j 方 向 的 受 力 面积 。 
应 力 是 矢量 ,方向 由 内 力主 和 撩 AF ME, LZ AS 方位 变化 的 影响 。 应 力 矢 量 
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不 仅 随 点 的 位 置 改变 而 变化 ， 而 且 即 使 在 同一 点 ， 也 由 于 截面 的 法 线 方向 n 的 方向 
改变 而 变化 ， 这 种 性 质 称 为 应 力 状态 。 因 此 ， 凡 是 应 力 均 必须 说 明 是 物体 内 哪 一 
点 ， 并 且 通 过 该 点 哪 一 个 微分 面 的 应 力 。 

一 点 所 有 截面 的 应 力 矢量 的 集合 称 为 一 点 的 应 力 状 态 。 应 力 状 态 对 于 研究 物体 
的 强度 是 十 分 重要 的 。 显 然 ， 作 为 弹性 体内 部 一 个 确定 点 的 各 个 截面 的 应 力 矢 量 ， 
就 是 应 力 状 态 下 必然 存在 一 定 的 关系 ; 不 可 能 也 不 必要 写 出 一 点 所 有 截面 的 应 力 。 
为 了 准确 、 明 了 地 描述 一 点 的 应 力 状 态 ， 必 须 使 用 合理 的 应 力 参 数 。 讨 论 一 点 各 个 
截面 的 应 力 变 化 趋势 称 为 应 力 状态 分 析 。 为 了 探讨 各 个 截面 应 力 的 变化 趋势 ， 确 定 
可 以 描述 应 力 状 态 的 参数 ， 通 常 将 应 力 矢 量 分 解 。 应 力 矢量 有 两 种 分 解 方法 。 

一 种 分 解 方法 是 将 应 力 矢量 o 在 给 定 的 坐标 系 下 沿 三 个 坐标 轴 方 向 分 解 ， 如 
用 oo,、o,、o, 表 示 其 分 量 ， 则 









































o=0,i +0, j+0,k (2-3) 
这 种 形式 的 分 解 并 没有 工程 实际 应 用 的 价值 ， 它 的 主要 用 途 就 是 作为 工具 来 推 








导弹 性 力学 的 基本 方程 。 

男 一 种 分 解 方法 是 将 应 力 矢量 o 沿 微分 面 AS 的 法 线 和 切线 方向 分 解 。 与 微分 
H AS 法 线 n 方向 的 投影 称 为 正 应 力 ， 用 ос, 表示 ; 平行 于 微分 面 AS 的 投影 称 为 切 
应 力 或 剪 应 力 ， 切 应 力作 用 于 切面 内 ， 用 т, 表示 。 

弹性 体 的 强度 与 正 应 力 和 前 应 力 直 接 相 关 ， 因 此 ， 这 种 分 解 是 工程 结构 分 析 中 
经 常 使 用 的 应 力 分 解 形式 。 

在 本 书 中 ， 应 力 分 量 采用 式 (2-4) 来 表示 : 


с = [с.с oT O T.T. |! (2-4) 


х су р жу уг 2х 


























2.2.3 位 移 


由 于 载荷 作用 或 者 温度 变化 等 外 界 因素 的 影响 ， 物 体内 各 点 在 空间 的 位 置 将 发 
生变 化 ， 即 产生 位 移 。 这 个 移动 过 程 ， 弹 性 体 将 可 能 同时 发 生 两 种 位 移 变化 。 

第 一 种 位 移 是 位 置 的 改变 ， 但 是 物体 内 部 各 个 点 仍然 保持 初始 状态 的 相对 位 置 
不 变 。 这 种 位 移 是 物体 在 空间 做 刚体 运动 引起 的 ， 因 此 称 为 刚体 位 移 。 

第 二 种 位 移 是 弹性 体形 状 的 变化 ， 位 移 发 生 时 ， 不 仅 改变 物体 的 绝对 位 置 ， 而 
且 改 变 了 物体 内 部 各 个 点 的 相对 位 置 。 这 是 物体 形状 变化 引起 的 位 移 ， 称 为 变形 。 

一 般 来 说 ， 刚 体位 移 和 变形 是 同时 出 现 的 。 当 然 ， 弹 性 力学 主要 是 研究 变形 ， 
因为 变形 和 弹性 体 的 应 力 有 着 直接 的 关系 。 

位 移 分 量 一 般 用 式 (2-5) 来 表示 : 

ld) = [us]! (2-5) 








2.2.4 应 变 
为 进一步 研究 弹性 体 的 变形 情况 ， 假 设 从 弹性 体 中 分 割 出 一 个 微分 六 面体 单 
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元 ， 且 其 六 个 面 分 别 与 三 个 坐标 轴 垂 直 。 对 于 微分 单元 体 的 变形 ， 将 分 为 两 个 部 分 

讨论 。 一 是 微分 单元 体 棱 边 的 伸 长 和 缩短 ; 二 是 棱 边 之 间 夹 角 的 变化 。 在 弹性 力学 
中 ， 分 别 使 用 正 应 变 和 切 应 变 表 示 这 两 种 变形 的 。 
在 本 书 中 ， 应 变 分 量 采 用 式 (2-6) 来 表示 : 

E = [асуга Y, Yy Yal (2-6) 


2.3 平衡 方程 (MIRA) 








在 弹性 固体 中 ,任意 取 点 4 (х, у, z), ЭРА 点 取 微 元 体 dxdydz， 如 图 2- 
2 所 示 。 下 面 来 具体 研究 该 微 元 体 各 
面 的 受 力 情 况 。 

从 图 2-2 中 可 以 看 出 ,假设 x 面 
上 过 4 АШУУ ЛУ сү, т, т M 








у^ 


fe x + dx 面 上 的 应 力 为 :rs + 2 





дт, дт 
dx. T, + 
дх i 


= dx 与 x 面 
дх 


类 同 ， 同 样 可 以 得 到 过 4 点 y 面 和 zx 
面 的 应 力 。 

假设 微 元 体 的 单位 体积 力 为 
(对 ，Y，2Z)。 考 虑 微 元 体 在 x、y、z 图 2-2 过 4 点 的 微 元 体 
方向 力 的 平衡 ， 得 平衡 方程 为 








dx. т. + 











并 + 一 二 + 一 全 + 了 =0 (2-7) 


ÔT дт, дс 
= + =A = 
ðx ðy д2 





2.4 几何 方程 (应 变 与 位 移 关 系 ) 


在 xy 平 面 上 ， 考 虑 4 在 x 和 x+dx 方 向 上 的 位 移 ， 如 图 2-3 所 示 。 根 据 应 变 
的 定义 ， 可 以 得 到 在 该 平面 上 应 变 和 位 移 的 关系 式 。 同 样 ， 也 可 以 得 到 在 yz 和 xz 
上 的 关系 式 ， 见 式 (2-8)。 

图 2-3 xy FHE, А 点 在 x х + ах 方向 上 的 位 移 与 应 变 关系 : 
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_ 00 
y ду 
_ дию 
: д2 
Р (2-8) 
и v 
Yay ду Ox 
ИТ 
У: д2 ду 
аш ди 
Ya = ax oz 
或 
-a j 
чс 0 0 
к | суй 
ду 
E, j 
— |fu u 
є, 0 0 7 
|6 = ы ре=[д]4{ю% (2-9) 
Y 9 д 0 
ду Ox Ў “ 
Yx š 
0: — 
Ум 0z ду 
0 0 
L цу: „о 
L д2 дх | 





2.5 物理 方程 (应 力 与 应 变 关系 ) 


根据 应 力 和 应 变 的 定义 ， 以 及 广义 胡 殉 定律， 得 到 应 力 与 应 变 的 关系 (本 构 
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方程 ) 见 式 (2-10) 。 
e, =-ЕЇ©, -way +0,)] 
= 1 Г 7 
ё, = 10, -р(о, +0,) | 
1- А 
2. = pP LO; араа, ) 1 
(2-10) 
1 
У,у = Сто 
Í 
Yy Е G yz 
Ya “ОТ: 
WP, EIERE; и MAAE; G 为 切 变 模 量 。 它 们 均 由 实验 来 确定 。 
式 (2-10) 还 可 以 写成 : 
Ы P. 
б s ass 3 0 0 
т, = É 0 0 0 ё, 
1-р l-u 
T, Ey 
k ш 
==, El! 0 0 0 
т, Е Е(1 - џи) 1-р l-u Ц 22 
(1+3) (1 -2) 1-2 
ay 0 0 0 Р 0 о ||» 
2(1 - u) 
Ту 1-2 Уу 
-2u 
T; п 0 Ü 0 2(1 -џ) 0 Уш 
1 -2u 
0 0 0 0 0 
2(1 - u) 
(2-11) 
写 为 矩阵 的 形式 : 
[g] a = [D] {| (2-12) 
SHE: 


AP, [D] 称 为 弹性 和 矩阵， 由 弹性 常数 到 和 性 确定 。 


2.6 弹性 力学 求解 方 


去 简介 


述 方程 中 有 15 个 基本 变量 : 
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{olex、 {elexi、 | 





w 





3х1 

还 有 15 个 基本 方程 : 3 个 平衡 方程 、6 个 几何 方程 、6 个 物理 方程 。 但 是 ， 由 
于 这 些 方程 均 为 偏 微分 方程 ， 因 此 ， 这 15 个 方程 无 法 求 得 15 个 基本 变量 。 若 要 求 
得 这 15 个 基本 变量 ,必须 施加 边界 条 件 。 也 就 是 说 ， 边 界 条 件 〈 力 、 位 移 ) 是 弹 
性 力学 的 定 解 条 件 。 

弹性 力学 问题 大 多 是 偏 微 分 方程 的 边 值 问 题 。 弹 性 力学 方法 只 能 对 非常 简单 的 
几何 形状 、 边 界 条件 及 载荷 得 到 解答 (解析 解 或 半 解 析 解 )。 对 于 复杂 几何 形状 、 边 界 
条 件 及 载荷 的 固体 ， 弹 性 力学 无 法 求解 。 








2.7 弹性 力学 平面 问题 (二 维 问题 ) 


弹性 力学 问题 可 分 为 空间 和 平面 两 种 问题 ， 从 严格 意义 来 说 ， 任 何 一 个 弹性 体 
都 是 空间 物体 ， 一 般 的 外 力 都 是 空间 力 系 。 因 而 任何 实际 问题 都 是 空间 问题 ， 且 必 
须 考 虑 所 有 方向 的 位 移 分 量 、 应 变 分 量 和 应 力 分 量 。 但 是 ， 如 果 所 考虑 的 弹性 体 具 
有 特殊 的 形状 ， 并 且 承 受 的 是 特殊 外 载荷 ， 就 可 以 把 空间 问题 简化 为 相对 简单 的 、 
近似 的 平面 问题 ， 仅 仅 只 考虑 部 分 的 位 移 分 量 、 应 变 分 量 和 应 力 分 量 即 可 。 

在 弹性 力学 问题 中 ， 有 两 类 问题 较为 特殊 : 一 种 是 平面 应 力 问 题 ; 另 一 种 是 平 
面 应 变 问 题 。 为 更 好 地 掌握 弹性 力学 的 基本 方法 ， 以 及 为 后 续 的 有 限 元 理论 打 好 基 
础 ， 本 闻 着 重 讲解 这 两 种 平面 问题 。 


2.7.1 平面 应 力 (Plane Stress) 问题 


平面 应 力 问题 应 满足 以 下 几何 和 载荷 两 方面 的 要 求 。 

1) 几何 特征 : 等 厚度 平板 ， 并 且 在 一 个 方向 上 的 尺寸 (厚度) 远 远 小 于 另外 
两 个 方向 的 尺寸 (<<a, 5)， 如 图 2-4 所 示 。 

2) 载荷 特征 : 所 承受 外 力 的 方向 平行 板 面 且 沿 厚度 1 均匀 。 

下 面 考察 板 内 任意 一 点 的 应 力 状态 ， 如 图 2-4 所 示 。 假设 厚度 沿 z 方 向 , 板 面 
Ж ху 方向。 由 于 为 平面 应 力 状 态 ， 则 各 个 分 量 分 别 如 下 。 

应 力 分 量 (图 2-5): 












































zx zy 
o} = Lo, T, Ta] 
应 变 分 量 
fe} = [es £, y, ] (x, y) 
Ya = 0 У = 0 


є, = Е (с, +Oy) 
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图 2-4 平面 应 变 问题 的 几何 特征 要 求 图 2-5 应 力 分 析 
位 移 分 量 : 
fd} = [u s]! 
w = е.а: 
对 于 平面 应 力 状 态 ， 各 个 方程 得 到 很 大 的 简化 。 其 中 ， 平 衡 方程 为 
до, Or, 
+— +X =0 
дх ду 
(2-13) 
дт до, y-0 
дх ду а 
几何 方程 为 
| д 
ё, дх ° 
ë ala. = Н (2-14) 
2 ду 1 
Уху д 
[ду ex 
物理 方程 为 
G, [| H 0 Ex 
у=; ЖЖ, ú ғ, (2-15) 
) =Z _ 
Ty [0 0 — Yay 











可 以 看 出 ， 所 需要 求解 的 方程 由 原来 的 
算 过 程 。 


2.7.2 平面 应 变 (Plane Strain) 问题 


15 个 变 为 8 个 ， 从 而 简化 了 求解 和 计 





平面 应 变 问 题 应 满足 以 下 几何 和 载荷 两 方面 的 要 求 。 


1) 几何 特 行 
2) Жї ЕП 
同样 ， 考 察 板 内 任意 一 点 的 应 力 状态 ，1 





F: z 向 尺寸 远大 于 x、y 向 尺寸 的 柱 体 。 
Е. 外 力 平行 xy 平面 且 沿 z 轴 均 匀 如 图 2-6 所 示 。 


腿 设 厚度 治 z 方向 ， 横 截面 为 xy 方向 。 
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设 柱 体 任 一 横 截 面 受 力 变形 相同 ， 则 柱 内 任 一 点 的 应 力 、 应 变 和 位 移 与 z 无 关 ， 仅 
H (х, у) 的 函数 ， 且 有 
w =0, У.х = Yzy = ё; =0 


应 变 分 量 : 


lel = [е, е, yo] 


应 力 分 量 (2-7); 





图 2-6 平面 应 变 问 题 几 何 和 图 2-7 应 力 分 量 
载荷 特征 示意 图 
位 移 分 量 : 
|а} = [u s]" 
对 于 平面 应 变 状态 ， 其 平衡 方程 、 几 何方 程 与 平面 应 力 状态 相同 ， 物 理 方 程 表 
达 形 式 相同 : 








le} = [D] {al 
ДР, ЖЫН: 
1 Pa 0 
Эт ama ® 9 
о о = 


与 平面 应 力 状态 稍 有 不 同 。 事 实 上 ， 将 平面 应 力 问题 物理 方程 中 的 已 改 为 
ra 改 为 -全 ， 即 可 得 到 平面 应 变 问题 的 物理 方程 。 
现实 生活 中 也 有 很 多 平面 应 变 的 实际 应 用 例子 ， 如 图 2-8 所 示 。 
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图 2-8 平面 应 变 实例 示意 





圆 简 铁轨 


2.7.3 平面 应 力 问题 和 平面 应 变 问 题 之 间 的 联系 


l) Io]. {e}, Idi 10 (х, у) ЁР, 

2) 平衡 方程 、 几 何方 程 完 全 相同 ， 物 理 方程 形式 相同 。 

3) 求解 方法 完全 相同 。 

实质 上 ， 这 两 类 问题 可 以 相互 转化 。 从 下 面 的 两 个 例子 中 可 以 看 出 ， 随 着 结构 
厚度 的 变化 ， 两 类 问题 之 间 的 联系 。 

【实例 1】 托 架 系统 (图 2-9~ 图 2-11)。 














1-90 + 平面 应 力 : 





图 2-10 平面 应 力 
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图 2-11 平面 应 变 
【实例 2】 圆柱 壁 厚 受 沿 轴线 均 布 的 内 压 (图 2-12)。 


平面 应 力 vie 
1-0" 





Æ 2-12 圆柱 壁 厚 受 沿 轴 线 均 布 的 内 压 


35:2 PHE) 


BB pin 





弹性 力学 是 解决 偏 微分 方程 的 边 值 问 题 ， 而 对 一 般 (复杂 ) 弹性 体 和 边界 条 
件 问题 不 能 得 到 解答 。 为 了 计算 一 般 弹 性 体 和 边界 条 件 下 结构 的 应 力 、 应 变 等 ， 最 








有 效 的 方法 是 近似 数值 方法 








与 空间 问题 相 比 ， 平 面 问题 相对 简单 





有 限 元 方法 。 


和 EE。 因 此 ， 本 章 以 平面 问题 〈( 托 架 系统 ) 


为 例 ， 来 说 明 有 限 元 方法 的 基本 原理 和 分 析 过 程 。 


3.1 有 限 元 模型 


首先 建立 托 架 系统 (平面 问题 ) 的 有 限 元 模型 。 前 述 已 经 提 及 ， 有 限 元 方法 











其 实质 就 是 将 连续 系统 通过 网 格 划 分 ， 转 
无 限 多 的 自由 度 变 为 有 限 数目 的 自由 度 
图 3-1 所 示 为 连续 系统 转变 为 离散 系统 
结构 由 实际 的 物理 问题 变 为 有 限 元 问题 
即 建立 有 限 元 模型 。 


3.1.1 有 限 元 网 格 划分 

















一 步 ， 首 先 来 了 解 有 限 元 单元 的 类 型 ， 刀 
图 3-2 所 示 。 


пожни, вилна ДШИ 





构 的 几何 形状 及 精度 要 求 。 一 般 情 况 下 





























择 应 该 是 计生 | 精 Ж 和 计生 | 成 本 的 折 中 ° 
3.1.2 载荷 处 理 一 一 等 效 节 点 载荷 

















单元 网 格 划分 是 建立 有 限 元 模型 的 第 


单元 大 小 的 选择 原则 是 : 变量 梯度 大 , 单 ЧЫ 十 
元 小 ; 精度 要 求 高 ， 单 元 小 。 而 单元 大 小 - 
的 选择 同时 要 考虑 计算 成 本 ， 单 元 尺寸 越 — : 

小 ， 计 算 时 间 越 长 。 因 此 ， 单 元 大 小 的 选 


变 为 离散 系统 。 这 样 ， 系 统 的 自由 度 就 由 


? 





УУСУ КОА СУ СУ У 


H 



































? 





















































十 | 一 



































图 3-1 连续 系统 转变 为 离散 系统 


单元 网 格 划 分 完毕 后 ， 需 要 进行 载荷 的 处 理 。 在 有 限 元 中 ,载荷 全 部 等 效 在 节 





点 上 。 图 3-3 分 别 是 集中 载 集 和 均 布 载 科 的 等 效 过 程 。 
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2 
B ыы ныр, 


А-н Ён 


图 3-3 集中 载荷 和 均 布 载荷 的 等 效 过 程 

















3.1.3 边界 约束 条 件 处 理 


施加 载荷 后 ， 接 下 来 就 要 进行 边界 条 件 的 处 理 。 由 前 述 中 知 ， 只 有 施加 了 边界 
条 件 ， 有 限 元 方程 才能 有 定 解 。 因 此 ， 一 般 情况 下 ( 模 态 分 析 例 外 ， 后 续 章节 将 
加 以 说 明 )， 有 限 元 模型 必须 施加 边界 条 件 ， 否 则 求解 将 出 现 错误 ,程序 也 会 终止 
求解 。 

有 限 元 方法 中 ， 边 界 条 件 一 般 通 过 位 移 约束 来 施加 。 如 对 т 个 节点 ， 则 其 表 
达 式 见 式 (3-1): 




















H; 
| |=0 i=1, 2, +, m (3-1) 


3.2 单元 分 析 


首先 对 单元 进行 分 析 ， 所 谓 单元 分 析 ， 也 就 是 建立 单元 节点 力 与 节点 位 移 的 力 
学 关系 ， 即 建立 单元 的 刚度 方程 。 下 面 以 三 节点 三 角形 单元 为 例 ， 来 说 明 单 元 分 析 
的 过 程 。 如 图 3-4 所 示 为 一 任意 三 节点 三 角形 单元 。 

单元 的 几何 特征 为 

一 一 节点 编号 : i, j, m (Н); 

一 一 方 点 坐标 : Kes у) CA Т т) 

其 力学 量 ; 
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u; АИ. 
и, a = |] т); 
0; 

















ç Уу 
EM fa. 
w ле) |е т) 
Л» 
单元 节点 位 移 矢量 》 
ó; 
O x 
р] 
Ôm Je х1 图 3-4 三 节点 三 角形 单元 
单元 节点 力 矢 量 为 
ГА 
Ше 
т 26х1 





在 有 限 元 方法 中 ， 一 般 以 节点 位 移 为 基本 变量 来 求解 其 他 变量 ， 如 应 变 和 应 
力 ， 这 种 方法 称 为 位 移 法 。 |f}“ 5161 之 关系 与 单元 的 材料 和 位 移 分 布 有 关 。 下 
面 将 讲述 如 何 得 到 单元 内 部 的 位 移 分 布 。 


3.2.1 单元 位 移 模 式 
首先 研究 单元 内 部 位 移 分 布 : 
u(x, y) 
单元 内 部 位 移 分 布 应 满足 如 下 条 件 ; 
aa -{“|-ва, у, т 
|. N A мые) 
所 以 ， 可 由 三 个 节点 的 位 移 8 、8 、5,， 通 过 插值 函数 表示 单元 内 部 任意 位 置 处 的 
信 移 | ”2 | ， 这 种 表示 方法 党 党 成 为 单元 的 位 移 模 式 。 
一 般 取 (x，y) 的 多 项 式 为 插值 函数 ， 故 三 节点 三 角形 单元 的 位 移 模 式 可 候 


设 为 


























н y) =G) +ох+озу (3-2) 


v(x, y) =G) +OsX + (6 Y 
RP, а, аз, o, а, 为 待定 系数 。 由 于 三 个 节点 也 适用 于 位 移 模式 ， 所 以 式 
(3-2) 应 满足 三 个 节点 处 的 节点 条 件 ， 从 而 由 (x, уг) — (ш, u) (i, j, m) 
可 以 确定 6 个 待定 系数 。 
在 节点 i 上 ， 其 位 移 表 达 式 为 
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W + x; + озу, (3-3) 
v; =Q4 + Osx; +06y; (i, j, m) 
由 式 (3-3) 可 求 得 o о, ，…，a6 (三 节点 6 个 位 移 分 量 , 6 个 自由 度 ) 恰好 可 
确定 这 6 个 数 )。 

Ffa, a, e, as 代 回 式 (3-2), 得 


a y) = №,(х, Yu; + № (х, y)u; + N,, (x, yu (3-4) 
v(x, y) = М(х, и + М(х, y)u; + №, (ж, Y) Vm 
其 中 №(х,у) = 5 (а, + bix + cy) (i, j, т) 
式 中 ,4 为 单元 e 的 面积 (1, у, „ж 4>0) ， 其 表达 式 为 

l x; V; 

1 
A = > 1 X y; 

1 Xm Ym 

М; М, o 数 或 形状 函数 ， 对 于 当前 情况 ， 它 们 是 坐标 x、y 的 


函数 。 其 中 的 a;，6;，c;，…，ci 是 常数 ， 取 决 于 单元 的 三 个 节点 坐标 。 
© (3-4) 写成 矩阵 形式 如 下 : 


т N 0 N 0 л, 0 | ! 
| ( T \ | = [N(x, y)] (8|° (3-5) 


v(x, у) 0 N 0 MN N, 
AF, [М(х, у) ] ЭЁ ЖОН: 
形 函 数 具 有 以 下 性 质 : 


1) N,(x, y) = | (ху) = (x; y;) 

O (xy) = (х,у; (或 = (х„у„)) G, j, m) 
2) N,(x, y) + N(x, y) + N,(x, y) = 1 
上 述 性 质 对 各 类 单元 均 成 立 。 


3.2.2 单元 位 移 模式 应 满足 的 条 件 ( 收敛 性 条 件 ) 


为 保证 有 限 元 解 在 单元 划分 越 来 越 小 时 收敛 于 正确 解 ， 单 元 位 移 模 式 应 满足 以 
条 件 : 

1) 位 移 模式 必须 包含 单元 的 常 应 变 。 单 元 越 小 ， 单 元 的 应 变 应 趋 于 均匀 ， 最 

终 为 常量 。 三 节点 三 角形 单元 的 位 移 模 式 包 括 了 单元 的 党 应变 ， 事实 上 ， 
ди дт дш ðv 
e, =з, = A "Ыл J Ко. З = 0; +0; 

2) 位 移 模式 必须 包含 单元 的 刚体 位 移 。 单 元 的 位 移 包括 两 部 分 ， 一 是 单元 本 
身 变 形 位 移 ; 二 是 与 单元 变形 无 关 的 刚体 位 移 ， 即 单元 跟随 其 他 单元 的 变形 或 者 位 
移 所 产生 的 位 移 ， 这 部 分 称 为 刚体 位 移 。 








36. 有 限 元 方法 及 Midas 软件 在 汽车 结构 分 析 中 的 应 用 ó 





3) 相 邻 单元 公共 边界 上 的 位 移 协 调 。 单 元 在 变形 后 ， 相 邻 单元 之 间 的 边界 必 
须 保 持 协调 ， 既 不 能 侵入 相 邻 的 单元 中 ， 又 不 能 与 相 邻 的 单元 分 离 ， 如 图 3-5 
所 示 。 











о x O т O 
图 3-5 变形 前 和 变形 后 比较 (边界 上 位 移 不 协调 ) 
三 节点 三 角形 单元 位 移 模 式 ( 式 (3-2)) 为 线性 位 移 ， 因 此 是 协调 单元 。 
满足 条 件 1) 和 2) 的 单元 为 完备 单元 ,满足 条 件 3) 的 为 协调 单元 。 完 备 单 
元 是 有 限 元 收敛 于 正确 解 的 必要 条 件 ; 单元 同时 有 具备 完备 性 和 协调 性 是 有 限 元 收敛 
于 正确 解 的 充分 条 件 ， 在 此 不 作证 明 。 


3.2.3 单元 内 的 应 变 和 应 力 
根据 应 变 的 定义 ， 由 位 移 的 矩阵 形式 (È (3-5) ) ， 可 以 得 到 应 变 的 公式 : 











0 
Ex дх š 
{&}зх = Ey (= 0 2 | =[0]3x2l N(x, у) 161816: = LB]. 161 
YJ |а ә 
[ ду ox 


(3-6) 
WF, [B] 称 为 应 变 和 矩阵 。 
因为 N(x, у) H (х, у) 的 线性 函数 〈 线 性 位 移 模式 ) ， 所 以 应 变 和 矩阵 [B] 
为 常量 ， 从 而 单元 内 的 应 变 le) 也 为 常量 。 鉴 于 三 节点 三 角形 单元 应 变 矩 阵 的 特 
点 ， 三 节点 三 角形 单元 亦 称 常 应 变 单元 。 
根据 应 力 与 应 变 的 关系 ， 由 式 (3-6), ， 得 应 力 的 表达 式 为 
lo) = [D] {e} = [D] [B] (8° (3-7) 
从 式 (3-7) 能 够 看 出 ， 三 节点 三 角形 单元 是 常 应 力 单元 。 
3.2.4 单元 刚度 方程 
首先 复习 一 下 变形 体 虚 位 移 原理 〈 虚 功 原理 ) 。 虚 位 移 指 的 是 弹性 体 (或 结构 
Ж) 附加 的 满足 约束 条 件 及 连续 条 件 的 无 限 小 可 能 位 移 。 对 于 虚 位 移 要 求 是 微小 
位 移 ， 即 要 求 在 产生 虚 位 移 过 程 中 不 改变 原 受 力 平衡 体 的 力 的 作用 方向 与 大 小 ， 亦 
即 受 力 平衡 体 平衡 状态 不 因 产 生 虚 位 移 而 改变 。 真 实力 在 虚 位 移 上 做 的 功 称 为 虚 
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功 。 虚 功 原理 的 内 容 为 : 一 个 原 为 静止 的 质点 系 ， 如 果 约 束 是 理想 双 面 定常 约束 ， 
则 系统 继续 保持 静止 的 条 件 是 所 有 作用 于 该 系统 的 主动 力 对 作用 点 的 虚 位 移 所 做 的 
功 的 和 为 零 。 也 就 是 说 ， 对 于 一 个 静态 平衡 的 系统 ， 所 有 外 力 的 作用 ， 经 过 虚 位 
移 ， 所 做 的 虚 功 总 和 等 于 零 。 对 于 结构 力学 中 变形 体 ， 虚 功 原理 可 以 理解 为 : 变形 
体 在 任意 平衡 力 系 作用 下 ， 给 体系 以 几何 可 能 的 位 移 和 变形 ， 体 系 上 所 有 外 力 所 做 
的 虚 功 总 和 恒 等 于 体系 各 截面 所 有 内 力 在 微 段 变形 上 所 做 的 虚 功 总 和 。 

对 于 处 于 平衡 状态 的 变形 体 ， 如 果 产 生 约 束 可 能 的 虚 位 移 〈 微 小) ， 则 虚 功 原 
理 可 表示 为 











Жл = Wies (3-8) 
任 取 单 元 e， 其 所 受到 的 外 力 为 1 诈 *， 内 力 为 应 力 io 。 假 设 单元 节点 产生 的 
虚 位 移 为 16*}*， 则 由 此 产生 的 虚 应 变 为 1s | ， 单元 外 力 所 做 的 虚 功 和 内 力 所 做 
的 虚 功 可 表示 为 
ли = 8 TIA 


Wu gn = е" оак 


式 中 ， 上 标 了 表示 转 置 ; 为 单元 e 的 体积 。 
将 几何 方程 1a* = [B]16* 及 物理 方程 式 (3-7) 代入 式 (3-8) MIÈ (3- 
9) ， 得 


(3-9) 


а" е = сва" 12 7(ID][B]181)dV (3-10) 
Р y 
па" Tife = 1а" р | [EBITD] LB]av) 181 (3-11) 
考虑 到 {5° 1“ 的 任意 性 ， 式 (3-10) 及 式 (3-11) TEX 
ые а (3-12) 


R (3-12) 也 被 称 为 单元 刚度 方程 。 其 中 ГАЈ = [| [B81"[D][B]qv ， 称 为 单元 


刚度 矩阵 。 
对 平面 应 力 问题 ， 由 于 单元 的 体积 也 可 以 简化 为 平面 的 体积 乘 以 厚度 ， 即 
[К]° = | [B]"[D][B]tdxdy = [B]"[D][B]tA (3-13) 
А 
式 中 , 4 为 单元 e 的 面积 ; + 为 单元 的 厚度 。 
下 面 讨论 单元 刚度 矩阵 的 物理 意义 。 刚 度 方程 可 写 为 分 块 形 式 : 














£ | [Б] [ky] [kim] T (бү 
Í; = [k] [k] [5] | ô; | (3-14) 
Sm [kmi] [knj] lk mm ] Ô m 
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展开 第 一 行 ， 则 
А = [ki] 6;+ [ kj] Ó; + [ kim] Ôn 


1 97 
Фа, =8 =0， а= |, M= Th]. BR, Гы] 是 节点 7 产生 单位 位 移 时 ， 在 
节点 i 上 产生 的 节点 力 。 


3.3 ”整体 分 析 


整体 分 析 的 目的 是 建立 整体 结构 节点 载荷 与 节点 位 移 的 关系 ， 也 就 是 建立 变形 
体 的 整体 刚度 方程 。 整 体 分 析 的 实质 是 单元 组 集 (Assembly of Elements) 
设 平面 问题 的 有 限 元 模型 节点 数 为 n。 第 i 个 节点 的 位 移 为 


=] (тез б s жу 
总 体 结构 的 位 移 矢 量 为 
19| 一 KOR бу, РЗ 5,1" 


(1) 单元 组 集 遵守 的 原则 
1) 各 单元 公共 节点 位 移 协 调 。 如 图 3-6 所 i 


ж, 4 个 单元 中 心 的 交点 ， 在 4 个 单元 中 ， 其 位 ) 
移 必 须 相 同 ， 即 | @ г 


900 =902) = =910 =, (3-15) ” k- 
2) 各 节点 满足 力 的 平衡 方程 : 


- УК) +Е;=0(ї=1,2,®‚п) 
| (3-16) 图 3-6 位 移 协 调 
RP, - УӘ 为 节点 i 的 相关 单元 (与 节点 i 相连 的 单元 ) 对 节点 i 的 作用 力 之 


M; F. МЕНТЕ і WIRI (ЖТА г КУИ, Е, =0)。 
HK (3-14) 得 
F? = [518° + [8,189 + [k 1612 
Уу, [kell (3-17) 


r= m 
式 (3-17) 表明 ,单元 (e) 在 节点 i 处 的 节点 力 与 该 单元 所 有 节点 位 移 有 关 。 
将 式 (3-17) RAR (3-16), A 
> > [&]89 = Fi = 1,2,.,n) (3-18) 


е г=ї,ј,т 


考虑 到 式 (3-15), X (3-18) 可 以 写成 : 
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[Kı] К] 5 [Kin] Ó, Fi 
[Ka] Ка) КЕ [Koan] б = fa (3-19) 
[Ki ] [Ko] с“ [Kan] Š, F, 
式 (3-19) 即 为 结构 的 总 体 刚 度 方程 ， 可 以 写成 : 
[K] 18| = {F} (3-20) 


APF, [6124 = [61 6,… 5,1" 为 整体 节点 位 移 矢 量 ， {К} „у = [LF Fs: ж |" 
为 整体 力 矢量 , [ K] o, ~ У, СК)" 为 整体 刚度 矩阵 。 

式 (3-20) 是 关于 |6} 的 线性 代数 方程 组 ， 但 是 尚 不 能 求解 。 这 是 由 于 : 总 
体 刚 度 矩 阵 [K] 具有 一 定 的 特殊 性 ; 式 (3-20) 一 般 为 大 维 方程 组 ， 计 算 机 存 
储量 及 速度 有 时 难以 承受 ， 必 须 利 用 [K] 的 特点 ， 使 计算 可 行 。 

(2) 总 体 刚度 矩阵 的 特点 

1) [K] 为 奇异 矩阵 ， 容 易 证 明 | [K] | =0 (奇异 ) 。 








这 种 特点 的 数学 意义 是 方程 有 无 穷 组 解 ，| | = (65| …。 其 物理 意义 是 ， 变 
形体 结构 在 空间 任意 位 置 平衡 (由 于 无 约束 ， 所 以 系统 为 刚体 运动 )。 
为 了 求解 弹性 位 移 16|， 必 须 给 系统 施加 一 定 的 约束 或 消除 系统 刚体 运动 
(后 面 将 讨论 )。 
2) 对 称 性 : 总 体 刚 度 矩 阵 为 对 称 和 矩阵 ， 即 
[K] =[K]' 


3) REMER: 考虑 式 (3-19) WSB iT: 
F = [Кд] 6+ [Ka] 8s ++ [К] 8+ + [К] 6, (3-21) 
由 式 (3-16) 可 知 ，F; 仪 与 节点 i 的 相关 单元 的 节点 (节点 i 的 相关 节点 ) 位 
移 有 关 ， 故 式 (3-21) 右边 的 大 部 分 项 为 零 , 即 [K.] =0, WA [K] EEA 
ЕРЕ, КУРА, Вр 





Ф * 0 * 0 0 0 0 0 0 
* Ф * 0 0 x 0 0 0 O 
0 * @ * 0 * 0 0 0 0 
[K] = ° ° 
* ` * 
* ж 
* * * 





0 0 0 0 0 0 * * * @ 

[K] EER 95—12 т ЕАУ г АЗЕЛ 
Ti. ШК, ЗЕ а i HIS H AA Н ЭС, MST н ЭЕ А, >i ш 
Ж; HPS н Э v, MWER ВИА. 
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© b 为 矩阵 [K] 的 最 大 半 带 宽 ， 则 对 平面 问题 ， = (相关 节点 编号 的 最 大 
差 +1) х2, 不同 的 节点 编号 ， 最 大 半 带 宽 / 不 同 。 

例如 : 对 于 图 3-7 所 示 的 平面 问题 ， 由 于 节点 编号 不 同 ， 刚 度 矩 阵 [K] 的 最 
大 半 带 宽 4 分 别 为 12 和 8。 





b=(3+1)x 2=8 


图 3-7 平面 问题 的 节点 编号 

利用 [K] 矩阵 的 稀 玻 性 和 带 状 性 ， 可 只 存储 半 人 带宽 元 素 ， 从 而 就 可 以 大 大 节 
省 计算 机 容量 ， 加 快 计算 速 度 。 为 使 最 大 半 和 带宽 45 最 小 化 ， 应 对 有 限 元 网 格 节 点 的 
编号 进行 优化 。 现 在 计算 机 CAE 软件 在 进行 网 格 划 分 时 ， 自 动 考虑 了 半 带 宽 的 
优化 。 

下 面 通过 一 个 例题 来 说 明 上 面 所 提 及 的 有 限 元 分 析 流 程 。 

【例题 】 两 个 串联 的 弹簧 ， 一 端 固 结 ， 另 一 端 受 力 为 卫 ， 求 其 变形 。 

分 析 : 这 是 一 个 一 维 弹 簧 系统 的 问题 。 首 先 按照 题 意 ， 建 立 物 理 模 型 。 

物理 模型 如 图 3-8 所 示 。 


Z| 
— W WY 
К, Кэ 


图 3-8 串联 弹簧 物 理 模型 
1) 建立 有 限 元 模型 (单元 划分 ) 如 图 3-9 所 示 。 
2) 单元 分 析 如 图 3- 10 所 示 。 














Ó, д ð; 
б, б, 
ман а 
F me io f, 
K; K, K 
图 3-9 串联 弹簧 有 限 元 模型 图 3-10 串联 弹簧 单元 分 析 
建立 单元 刚度 方程 〈 平 衡 ) : 
А.“ = Kë, – Kë; 
£t? = Kë; – Кб, 
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K кү 
b: K | еы 
单元 (1): 
K, - K, Ó, ү 
F: К, | е 
单元 (2): 
K, -K, Ó, Da 
p K, Pa 
3) 整体 分 析 : 
节点 1: 
> J = = Ü fD = = 
节点 2 
> = 0 +? = Е 
节点 3 
> J = = 0 fP = = 
写成 : 
Куду = Ki6, = Е; 
- K,ó, + Ki6, + K,ó, - К,ӧ; = F, 
- K,ó, + Кд, = Е; 
用 和 矩阵 形式 表示 为 
K, - K; 0 ó, F. R. 
-К, K. +K, -K, Kô, t= F, += 40 
++. 
求解 上 面 的 方程 ， 即 可 求 得 R NARI, FHI. 
3.4 边界 约束 条 件 的 处 理 
通过 边界 约束 条 件 的 处 理 ， 可 消除 [K] 的 奇异 性 ， 使 无 约束 系统 变 为 有 约束 
系统 。 
3.4.1 零 位 移 约束 


零 位 移 约束 的 处 理 一 般 有 两 种 方法 : 一 种 是 降 阶 法 ; 另 一 种 是 主 元 置 1 法 。 


以 弹簧 系统 为 例 来 说 明 降 阶 法 : 
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k -hh 0 
-k hk +h -k 
0 -kh h 


д; К; 
Ó, = 10 
$, Е 





В 5, =0, WARE [K] 矩阵 中 与 6 对 应 的 行 和 列 ， 同 时 划 去 未 知 约束 


kytk, -Ь(8› 
| _ k, k, | 


可 以 看 出 ， 此 时 的 矩阵 经 过 降 阶 后 ， 变 为 非 奇异 和 矩阵， 方程 有 唯一 解 ， 可 以 求 


力 ， 得 到 降 阶 刚度 矩阵 : 





Ó; 


нияр |, тагон. Ri = 





3 


1-18 


- 0), 





从 上 面 的 过 程 能 够 看 出 ， 降 阶 法 不 适合 计算 机 编程 。 主 元 置 1 法 主要 是 将 零 位 


移 所 对 应 行 和 列 的 主 元 置 1， 其 他 置 0。 仍 按 
ó, 为 零 位 移 ， 将 其 所 对 应 的 载 丛 元 素 置 0， 则 


1 O 0 Jf; 
0 kth =k, HS, 
0 -k k 1, 











等 价 降 阶 方程 


可 以 看 出 ， 在 该 方法 中 ,和 矩阵 [K] 原来 的 阶 数 不 变 ,排列 顺序 也 不 变 。 


然 ， 这 种 方法 适合 计算 机 处 理 。 
3.4.2 非 零 位 移 约束 











ЕЧ 
N 


图 3-8 所 示 的 弹簧 系统 为 例 来 说 明 ， 














在 结构 分 析 中 ， 某 些 时 候 位 移 为 已 知 数 (如 支 座 沉陷 或 抬 高 、 定 位 移 加 载 
等 ) ， 此 时 位 移 显然 不 是 零 。 一 般 采 用 乘 大 数 法 来 进行 处 理 。 假 设 位 移 6, =B (已 
知 ) ， 用 一 个 特别 大 的 数 (如 10”) RA 5, 对 应 的 主 元 。 将 ó, 对 应 的 载荷 元 素 用 
В xk, x10” 代 之 。 可 以 看 出 ， 乘 以 大 数 后 的 刚度 矩阵 为 




















103 xk; -k O 
=k -kitki =i 
0 -kh k, 


乘 大 数 法 也 可 用 来 处 理 堆 位 移 约束 。 
3.5 刚度 方程 的 求解 


结构 的 整体 刚度 矩阵 为 


0 
F 





[К], ә |Ó 2nx1 = КАР 


B xk, x 103 


| 
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AF, п 为 平面 问题 有 限 元 模型 节点 总 数 。 这 个 方程 的 特点 是 维 数 大 ， 求解 时 间 
长 ,计算 费用 高 。 因 此 ， 应 选择 适当 的 求解 方法 和 技术 ， 否则， 可 能 不 稳定 或 求解 
失败 。 
一 般 常用 的 方法 有 : 人 高 斯 消去 法 ， 即 高 斯 - 约 当 消 去 法 ， 在 方程 阶 数 不 特 别 
高 时 采用 ， 如 小 于 10000 Br; 包 三 角 分 解法 较 中 法 节省 时 间 ; OLR; 外 波 前 
法 ; 名 分 块 法 ; 四 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 GERZ). 
上 面 的 方法 中 ，Q) ~ @ 法 为 直接 法 。 


3.6 非 节点 载荷 的 移 置 
























































在 变形 体 所 承受 的 外 载荷 中 ， 很 多 时 候 载 荷 并 不 在 节点 上 ， 此 时 就 需要 对 非 节 
点 载荷 进行 处 理 ， 或 者 称 为 载荷 移 置 ， 如 图 3- 11 所 示 。 要 把 非 节 点 载荷 移植 到 节 
AE, ЛАТАС ARE o 


y {4} 








3-11 非 节点 载荷 移 置 
考虑 图 3-11 所 示 的 平面 三 角形 单元 。 假 设 在 ; - 闷 边 承受 非 节 点 载荷 。 载 荷包 
括 集 中 力 P 和 均 布 载荷 0: 
өе 
Е р аа q; 


载荷 的 等 效 原理 主要 依据 静 力 等 效 (两 力 系 等 效 ) ， 即 外 两 力 系 之 主 拓 和 对 某 
点 之 主 矩 相等 ，@@ 两 力 系 在 单元 虚 位 移 上 做 功 相等 。 
下 面 来 推导 等 效 的 过 程 。 假 设 等 效 节点 载荷 为 
[R|°=[R,,R,,R,]' 
设 单元 e 发 生 虚 位 移 ， 则 节点 处 的 虚 位 移 为 
ае К R (3-22) 
单元 内 的 虚 位 移 : 
[E егте, 148”! (3-23) 


ж 


由 等 效 原理 
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* жут 
* үе u u 
araire = {* рж SAE) bahis 
0 M i-m `0 
—— ———— 
集中 力作 їпї-т 
点 内 的 虚 位 移 边界 线 积 分 


4 


(3-24) 


将 式 (3-22 ) 和 式 (3-23) 代 入 式 (3-24) ,考虑 到 16* 的 任意 性 ， 等 效 载 荷 为 


Ri 


= [N(x, y)]ulP} + 





| INC, y) l" iads 


ї-т 





(3-25) 


从 式 (3-25) 能 够 看 出 ， 单 元 等 效 节 点 载荷 与 单元 位 移 横 式 有 关 。 集 中 力 等 


效 节 点 载荷 如 图 3- 12 所 示 ， 











分 布 力 等 效 市 点 载荷 如 图 3-13 所 示 。 


图 3-12 ”集中 力 等 效 节点 载荷 














R.) [N 0 
7 R, 0 N, 
j RES R, =. N; 0 | 0 | 
Ј 
р Ry 0 六 下 一 
"O [Rm] |N, 0 
R my L- 0 N m 
x 0 
ZNE - P/2 
0 Е 0 


-NP |ie] 0 
0 Mhi, 
N;=N„=1⁄2, |- P/2 


N;=0 











yA 


| | 


i 
m m 


J 














= 
x 
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图 3-13 分 布 力 等 效 节 点 载荷 


=y 
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3.7 计算 结果 的 整理 


施加 边界 条 件 后 ， 即 可 由 结构 刚度 方程 来 求解 节点 位 移 。 求解 了 位 移 之 后 ， 根 
据 第 2 章 所 提 及 的 几何 方程 和 物理 方程 ， 按 照 下 面 的 流程 ， 就 能 够 求 得 变形 体 结构 
的 应 变 和 应 力 。 

















[=O ү, {е} =[B]{8}" {а} =[D] le] 
> | = | 


191—181“ Ñ | 


应 注意 的 是 : 应 力 的 输出 一 般 是 单元 内 指定 位 置 〈 形 心 处 ) 的 应 力 。 如 果 要 
求解 单元 节点 处 应 力 ， 则 要 按照 式 (3-26) 来 求 得 。 





1 р 
овас = 5 SZ lol (3-26) 
ү hapas a 
对 于 相 邻 单元 边界 上 的 应 力 ， 按 照 式 (3-27) ЖЖ 
lej sz lUr tie) (3-27) 


在 变形 体 结构 的 应 力求 解 中 ， 由 于 应 力 的 方向 很 难 确定 ， 因 此 ， 在 有 限 元 计算 
中 ， 经 常 使 用 标量 形式 的 Von Mises 应 力 ， 这 种 应 力也 比较 容易 与 应 变 所 测 得 的 试 
验 数据 进行 比 对 ， 因 而 使 用 较 广 。 

从 上 面 的 有 限 元 流程 中 可 以 看 到 ， 三 角形 三 节点 所 求 得 的 应 力 和 应 变 均 为 常 
数 ， 这 与 我 们 实际 的 情况 不 符 。 因 此 ， 人 们 在 三 节点 三 角形 单元 的 基础 上 ， 对 位 移 
模式 加 以 改善 ， 提 出 了 其 他 的 单元 形式 ， 下 面 进行 简要 说 明 。 








3.8 四 节点 和 矩形 单元 


在 变形 体 结构 的 分 析 中 ， 四 节点 四 边 形 单元 
得 到 了 广泛 的 应 用 。 四 节点 矩形 单元 的 节点 及 其 7 








3-14 所 示 。 单 元 的 节点 分 别 为 i 六 д 
m、p。 它 们 的 坐标 分 别 为 (x;, у) =( -a, =b); 图 3-14 四 节点 矩形 单元 的 
(wj, ур) = (а, =b); (х, Ym) = (а, b); (х, 节点 及 其 坐标 


Yp) =( 一 4， b)o 
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同样 假设 单元 节点 位 移 列 阵 与 节点 力 列 阵 为 
192 ó; б, Ô n 8,1" 6-19), т, р) 
е T fix . . 
I = [/; Íi f f] й+| | (i,j, m, p) 


3.8.1 单元 位 移 模 式 
首先 假设 单元 的 位 移 模 式 ， 见 式 (3-28) 


w +X + озу 十 Q4XY (3-28) 
V = Os 十 Q6X + 05у 十 Q8XY 
位 移 模式 应 满足 节点 条 件 : 
(2;, yi) 
(i, A т, ) 
к v) =ô; и Р 
将 四 个 节点 的 坐标 代入 式 (3-28) ， 可 得 m ~ as ， 从 而 得 位 移 模式 ， 
му) әр (3-29) 


HPR ŽE RE 


AP, МУМ ОНЕ, 








момо N, 0 N, 0 
[N] = 
0 N 0 N 0 NON, 
slfr _ y _ 1 x _ 7 
к ы Т a 








4 а ä 
к.ж) ъ= - (+) 
与 三 节点 三 角形 单元 的 形 函 数 特 性 相同 ， 四 节点 矩形 单元 同样 具有 下 面 的 


特性 : 








1 (i=j) 
мба у) = a ы 

0 (iz¥]) (¿,J, m, p) 
N, +N, +N, +N,=1 


四 节点 矩形 单元 是 完备 和 协调 单元 ,收敛 于 正确 解 。 
3.8.2 单元 应 变 和 应 力 


得 到 单元 的 位 移 模 式 后 ， 即 可 求 得 单元 的 应 变 和 应 力 的 表达 式 。 事 实 上 ， 由 几 
何方 程 可 以 得 到 应 变 的 表达 式 : 
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Эу 0 
9 (u 
le =| 0 2.009 =гәјсм1ә] 
yl 
ð ð 
[ ду Ox 
或 
{в} = [B] ló! =[B;, В, Bm, В,]15| 
dH БУЛУ: 
[ ƏN, y)! 
дх (i Ë a x 
ƏN; |_ 1 х |1 
ер Әу. ~ 4 Н Ge 
ƏN, ƏN, 1 у \1 
| ду ex [@ 小 м 
(i, Jj, m, p) 
由 物理 方程 ， 可 以 得 到 应 力 的 表达 式 : 
{o} = [р] |е  =[D][B]161° 


3.8.3 单元 刚度 方程 


与 三 节点 三 角形 单元 的 推导 过 程 类 似 ， 由 虚 功 方程 得 单元 刚度 方程 : 





[Ё]$ в (18а z {fl & х1 
单元 刚度 矩阵 : 


[&]° = Is 
平面 问题 = fis 


整体 矩阵 和 施加 边界 条 件 得 到 确定 解 。 





В ахау 





同样 的 步 又， 可 以 通 


3.9 六 节点 三 角形 单元 


(3-30) 


(3-31) 


(3-32) 


同样 ， 可 以 定义 其 他 类 型 的 单元 。 仍 以 三 角形 单元 为 例 ， 在 保持 原 有 的 节点 广 


j. m (WR) 之 外 ， 增 加 对 边 的 三 个 中 点 1、 
元 (图 3-15)。 
此 时 ， 节 点 位 移 为 


2、3， 此 时 单元 变 为 六 节点 三 角形 单 
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u; on yi 
s=] | олт Я 
v; 1 
ul 2 
ô = (1,2,3) j 
01 i 3 
假设 单元 位 移 模 式 为 
k. + QX + озу + ох? + Qs Xy + Agy? 2 = 
2 2 
v= Q7 十 Q8X + Qoy + О +G (Xy + X|, y Æl 3-15 六 节点 三 角形 单元 


(3-33) 
Ж, a ~a, a ~ ae 反映 刚体 位 移 和 和 常 应 变 ， 单 元 边界 上 的 位 移 呈 抛物 线 变 化 ， 
每 个 公共 边 三 个 公共 节点 可 唯一 确定 边界 位 移 4 分 布 ， 所 以 公共 边界 位 移 协 调 。 
六 节点 三 角形 单元 是 完备 和 协调 单元 。 单 元 内 应 变 、 应 力 是 坐标 (x, y) 的 
线性 函数 。 这 种 类 型 的 单元 ， 由 于 其 位 移 模式 中 含有 高 阶 函 数 ， 一 般 称 为 高 级 单 
元 ， 能 够 以 较 少 的 单元 达到 较 高 的 求解 精度 。 














3.10 ” 八 节 点 矩形 单元 


[>] 
š 


与 上 面 的 六 节点 三 角形 单元 类 似 ， 在 保 p 
持原 有 的 节点 六 六 m. p (WA) 之 外 ， 增 
加 对 边 的 四 个 中 点 1、2、3、4， 此 时 四 节点 4 2 
和 矩形 单元 变 为 八 节 点 和 矩形 单元 ， 如 图 3-16 
所 示 。 š 1 j 
假设 单元 位 移 模 式 为 3-16 八 节点 矩形 单元 
u = G| +05х + Oy + QX +о;ху +асу? + OX” y + Os xy 
p = Qo + ух + Q| | + ух?” + олуху + оду” + оху + Q 62 
|, Ж о ~ al 反映 和 常 应变 和 刚体 位 移 。 (完备 单元 ) 单元 边界 上 位 移 抛 物 线 
变化 ， 每 边 三 个 节点 ，( 唯一 确定 抛物 线 ) 边界 位 移 连 续 。 (协调 单元 ) 从 而 满足 
收敛 条 件 。 后 面 的 流程 与 前 面 基本 类 似 ， 在 此 不 再 叙述 。 











Saa pAn Ae 


在 结构 分 析 中 ， 常 常会 遇 到 各 种 空间 结构 和 薄板 问题 ， 需 要 进行 体 单元 和 壳 单 


元 来 进行 网 格 划分 。 本 章 主 要 讲述 这 两 种 单元 ， 同 时 对 轴 对 称 问题 和 等 参 变换 进行 


简单 的 叙述 。 
4.1 体 单元 





三 维 固体 的 有 限 元 方法 与 二 维 固体 基本 相同 ， 只 是 单元 类 型 不 同 而 已 。 以 下 介 


绍 几 种 常用 的 三 维 固体 (3D Solid) 单元 。 
4.1.1 四 节点 四 面体 单元 (图 4-1) 


节点 入 J. m. p 





í / Gjem, p) 





图 4-1 四 节点 四 面体 单元 


ó; =[u, vi w;]" 
S= lfa fy fal" 
单元 节点 位 移 和 节点 力 矢量: 
ló =[ó, 8, 6, 6,]" 
If =l f f, Hl 


(i,j, m, p) 


1. 单元 位 移 模式 

假定 单元 内 任 一 点 的 位 移 分 量 是 坐标 的 线性 函数 . 
u =Q; +O N+O3Y +02 
< 十 Q6X + 05у + GgZ (4-1) 


Ww = Qo 十 Q10X +Q y + 012 
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将 节点 坐标 (x, y; z) 和 节点 位 移 (ш, v w) (i, j, т, p), RAR 
(4-1), Rí% а, (1=1-12), Во a А (4-1) 即 可 得 到 节点 位 移 表 示 
的 单元 内 部 位 移 的 插值 函数 。 





u 
haga (4-2) 
J PK ZE Е: 
N 0 0 N 0 0 лм, 0 0 N о 0 
[М(ж,у,)]=|0 N, 0 0 мо о N, о 0 N, 0 
0 0 N о 0 N 0 0 N, 0 о N, 


易 证 : 位 移 模 式 满足 收敛 性 条 件 (完备 性 和 协调 单元 ) 。 
2. 单元 应 变 与 应 力 
对 于 空间 问题 ， 应 变 矢量: 





T ди æ ди ди æ дә дш ðw ди]! 
fe} =[#, в, E, Yay Ya Y] + ] 


Ë ox” ду’ д2’ ду дх’ ðz Oy Ox д: 
(4-3) 
将 式 (4-2) 代入 式 (4-3), 有 


Е, 


AF, [B] 和 矩阵 中 各 元 素 都 是 常量 ， 单 元 应 变 分 量 也 为 常量 。 
{o} =[D] {e} =[D][B]161° (4-5) 
应 力 分 量 也 是 常量 ， 因 此 四 节点 四 面体 单元 是 常 应 力 单元 。 
3. 单元 刚度 方程 


=| 9] N(x,y,z2)]16 ° =[B]161° (4-4) 











[k] ao iô} ixi = ыт (4-6) 
单元 刚度 矩阵 
[к] = [ву [D][B]dxdydz = [B]"[D][B]V (4-7) 
т 
4.1.2 ” 八 节点 六 面体 单元 (图 4-2) 
8 7 
节点 位 移 和 节点 力 : 5 
ё; = [ô б, 8,1" ; 
x i (i=1, 2, =, 8) 1 2 
=. A. БЇ" O 5 
单元 节点 位 移 和 节点 力 矢量 有 


{8i ° =[ó, 6,.… 6] 4-2 八 节 点 六 面体 单元 








{fi “= [А ph] 
1. 单元 位 移 模式 
u =Q] +O NX + «у + GZ + OXY 十 Q6XZ + бул + Ag XYZ 
V = Qo + G |0X + G| | y + 0102 + ху + 0452 + G| sZ + O| 6XyZ (4-8) 
W = 017 十 Q18X + Оуу 十 Q203 + Op XY + AXZ + Os Z + Q54XJZ 
将 节点 坐标 (x;,yi;,zi) 和 节点 位 移 (u;,v;,w;) Cham l.2 s) „КА (4-8) ,可 
求 得 a,(i=1~24)， 再 将 a ~ oo 代入 式 (4-8) 得 到 节点 位 移 表 示 单 元 内 部 位 移 
的 插值 函数 。 


о p=[N(x,y,z)] 161 ° (4-9) 
10 形 函 数 和 矩阵 
2. 单元 应 变 与 应 力 
ie1=[9j2r=[L9jLNCxz，y，z)]116| °= |B]161° (4-10) 
lo) =[D]{e} =[D][B]{8}° 
3. 单元 刚度 方程 
[154 оа 1854 x1 = {f} 4x1 (4-11) 
单元 刚度 和 矩阵 ; 
[к]° = [|LB]"LD][B]dxdydz (4-12) 


4.1.3 10, 20 节点 实体 单元 (图 4-3) 








*3D -10 节点 实体 单元 “3D -20 节点 实体 单元 
图 4-3 10、20 节点 实体 单元 





10 节点 四 面体 单元 内 任 一 点 位 移 : 
u =Q] +Q% + Оу + 0,2 +B. +B, +B, Z +Bsxy + Boyz + Вох 
p = Gs +05 + 07у + 082 +В? + Ву? +81322 +Відху +815у2 + Bi zx 


2 2 2 
w = Qo + Qox + Q | (y + 012 +B iZ” +B i +812 + уху +8) yz + Baz% 
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4.2 板 壳 单元 


在 结构 分 析 中 ， 薄 板 是 常常 遇 到 的 问题 ， 而 且 更 多 的 是 薄板 膏 曲 工 程 问 题 。 本 
章 首 先 介绍 薄板 弯曲 的 基本 概念 ， 然 后 说 明 薄 板 问 题 有 限 元 分 析 的 流程 。 


4.2.1 薄板 弯曲 问题 


1. 基本 概念 

薄板 是 指 在 两 个 方向 尺寸 (a, 5) 远大 于 男 
一 个 方向 (h) 的 平板 ， 如 图 4-1 所 示 的 薄板 ， 
在 长 宽 方向 上 远 远 大 于 厚度 方向 的 尺寸 。 

一 般 情 况 下 ， 在 分 析 薄 板 问题 时 ， 定 义 的 坐 
标 系 如 图 4-4 所 示 ， 其 坐标 系 的 xy 面 平分 板 厚 
( 称 为 中 面 ， 或 者 中 性 面 ) ，z 轴 垂 直 于 中 面 A 
手 系 ) 。 

薄板 所 受 的 载荷 可 分 解 如 下 : 中 平行 于 中 面 图 4-4 薄板 尺寸 示意 图 
( 沿 厚度 均匀 ) 的 纵向 载荷 ， 即 中 面 载荷 ;@) 垂 
直 于 板 中 面 的 横向 载荷 。 

由 中 面 载荷 引起 的 位 移 、 应 力 及 应 变 等 问题 属于 平面 应 力 问题 ， 在 前 面 的 章节 
中 已 经 讲述 ， 本 章 不 再 叙述 。 本 章 主要 讲述 由 薄板 弯曲 横向 载荷 引起 的 位 移 、 应 力 
及 应 变 等 问题 。 在 小 变形 情况 下 ， 上 述 的 两 种 载荷 所 引起 的 位 移 、 应 力 及 应 变 独 
у, НА. 

薄板 弯曲 变形 时 ， 中 面 成 为 曲面 (弹性 曲面 )， 此 时 主要 研究 中 面 内 各 点 (x, 
y) Ez AWR, PIRRE wlx, y) 。 当 w(x,y) 远 小 于 hh 时 ， 称 为 小 搁 度 问 
题 。 关 于 小 挠 度 问题 ， 存 在 下 面 的 基本 假设 : 中 直线 法 假设 。 即 变形 前 的 中 面 法 
线 ， 变 形 后 仍 为 弹性 曲面 的 法 线 (与 直 梁 弯曲 平面 假设 相似 ) 。@ 板 中 应 力 分 量 ©, 
及 е, 可 上 略 去 ， 即 平行 于 中 面 的 各 平面 间 无 挤 压 及 板 厚 不 变 ，o, =0, е, =0. OF 
面 为 中 性 层 : 薄板 弯曲 后 ， 中 面 内 的 点 没有 平行 于 板 面 的 位 移 ， 即 中 面 只 发 生 弯 
Ш, PREM, (и), 0 =0, (0), о =0。 

基于 上 面 的 假设 ， 可 以 进行 薄板 弯曲 问题 的 分 析 。 

2. 薄板 的 位 移 分 量 

由 小 挠 度假 设 @): 












































ow, 
: az 


HERODA, RAZUME, у. = ye =0, Yy = =0， 再 由 弹性 力学 几何 广 
Ë, MI 


0, w=w(x, y) (4-13) 








ди дю _ _ ðv дю 


三 一 一 + 一 = 
Yax д2 Ox > Ya oz ду 


ди _ дю O _ ðw (4-14) 
oz O Oz ду 


将 式 (4-14) 对 z 积分 ， 并 注意 到 mw = те ү ay 的 本 函数 ， 有 





о. аа (4-15) 
RP, Л (х, у) 5 (х, y) 为 任意 函数 。 


由 假设 @(v):-o=0，(z):-o =0, 代入 式 (4-15) Ffi = =0, M 


ðw ðw 
u= -2 52, ина ` (4-16) 


式 (4-16) ЖЛ, ИЕ и, v 与 坐标 = 成 正比 例 。 
对 比 梁 索 曲 时 ， 截 面 转角 字 可 知 


-ČE = o, (PUPENE RAE y 轴 转 角 ) 





= =0,( 弹 性 曲面 法 线 绕 x 轴 转 角 ) 





JJ u =20,,‚ v= -20,0 
板 内 任意 一 点 的 位 移 分 量 为 


t =u (x, y) 
u =z0, (4-17) 


p= –20, 


从 式 (4-17) 可 以 看 出 ， 只 有 w 为 位 移 分 量 。 


З. 薄板 内 的 应 力 及 应 变 
e€, Ky 
Ow 
ё, |- Е + | (4-18) 
Yy Koy 


ü дхду 
由 式 (4-18) 可 以 看 出 ， +. 成 正比 。 г сеси: 


u, х 向 曲率 , 920, у 向 曲率 ， ху 向 扭 率 


HERO, уш =0, и Ж = Ta =0, 
HERO, WA о, =0。 
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G 


> tma saphi 


同样 可 以 看 出 ， 应 力也 与 z 成 正比 。 
4.2.2 薄板 弯曲 的 有 限 元 分 析 
本 节 讲 述 薄板 弯曲 的 有 限 元 分 


lø} = 





析 流 程 。 N 
1. 离散 化 
首先 对 薄板 进行 离散 化 ， 一 般 
采用 和 矩形 单元 或 者 三 角形 单元 来 进 o 一 





行 网 格 划 分 ， 如 图 4-5 所 示 。 

2. 矩形 薄板 单元 分 析 

从 前 面 章节 的 分 析 得 知 ， 和 矩形 
单元 内 的 应 变 和 应 力 不 是 常数 ， 
此 在 划分 网 格 时 ， 应 尽量 使 用 矩形 单元 。 如 图 4-6 
所 示 的 矩形 单元 。 坐 标 系 在 板 中 面 上 ， 中 面 4 个 角 
点 为 单元 节点 : i. J. m. p (右手 系 ) 。 

其 中 ， 单 元 节点 坐标 分 别 为 

(-а, —b), (a, -6), (а, b), (-а, b) 

i 节点 的 位 移 分 量 (图 4-7); w;( 挠 度 )0;, (法 线 











25 х 轴 转 角 )6, GERZE y 轴 转 角 ) ， 即 aa 


单元 位 移 列 阵 为 


i 节点 的 节点 力 : 





(4-19) 


图 4-5 薄板 离散 化 所 用 单元 





和 矩形 单元 


(4-20) 
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(fil =f М, М] G, j, т, р) 
单元 节点 力 列 阵 : 
Н ATT 
1) 假设 单元 的 位 移 模 式 : 
w(x, y) =о + (ох +озу) + (ох? + Gsxy +ау?) 
+ (аза? ARX Y + аху? + оу?) + (ox y + G 22) 
ðw 


E 2 2 3 2 
== ay = аз +а;х +206y +озх + 200ху +3G уу +G | X” +3G XY 


(4-21) 





ðw 
0 = -= 
把 单元 4 个 节点 坐标 和 节点 位 移 代 入 式 (4-21) ， 可 求 得 a ~ ql,， 整 理 得 
ш(х,у) = > (№, + N,,0,, + N,,0,,) = > [N], 181, 


Е=1,ј,т,р k=i,j,m,p 


- a, -2a4x — оу — Заза? — 203ху — буу” -3A X Y — оуу? 


w(x, y) =[N]{8}" (4-22) 


; [N], [N],] 
[N], = [N, А N] (i, j, т, p) 


ssthi (1+ )[2+=(-=)|+(1->)] 
& x; Yi x; Xi Yi Yi 
_ _ Ji x y 2 y АШ 
№ = 8 Ë A ыыр! 
f 2 
„= (1+) + ]-*) 
” 8 x; Yi У; 


AP, (x, уг) 为 i 节点 的 坐标 。 

由 位 移 模式 (4-21) ，ai 是 不 随 坐 标 变化 的 z 向 刚体 位 移 ，as 和 -os 表示 单元 
内 不 随 坐 标 变化 ， 绕 * 轴 和 y 轴 的 刚体 转动 。 应 变 列 阵 式 (4-21) 中 的 各 分 量 中 包 
括 三 个 常量 : | -2o4，-2a6，-2as] "是 单元 的 常 应 变 。 因 此 ， 和 矩形 单元 的 位 移 
模式 满足 收敛 性 必要 条 件 ， 即 该 单元 是 完备 单元 。 

单元 的 位 移 模 式 在 单元 内 部 是 连续 的 。 在 单元 边界 上 ， 如 i、j(y = -b), 位 移 
模式 为 











ш =c] + сәх + сз + сд? 


0, == == 2635 _ Зсдх? 


RIP, с, суу ey, c, 可 由 有 的 四 个 条 件 w;、9, 及 w;、0; 唯 一 确定 。 相 邻 单元 内 公 
共 边 界 上 挠 度 相同 ，6, 也 相同 。 在 让 FE，6. = di + dsx + dsx? + d, ， 两 个 边界 条 件 
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; 不 能 确定 四 个 常数 ; 也 就 是 说 ， 在 7 边界 上 ， 相 邻 单元 Ө, 不 连续 (不 协 
调 ) ， {+ Ж Бу ыз АШ ЫЛЕ U 
2) 单元 内 的 应 力 应 变 : 
由 薄板 应 变 关系 得 fe} =z{ x} 





le} =z|K} =21- = 人 LN]16| =z[B] {8} (4-23) 











由 物理 方程 得 
{o} =[D]{e} =z[D][B]{8}° =z[S]161 ° (4-24) 
式 中 ,，[B] 和 [Sj] 均 为 x 和 y WKZ, AAMAR (x, у) 变化 , HS z 
成 正比 ， 如 图 4-8 所 示 。 











图 4-8” 算 形 单元 中 应 力 应 变 分 布 





3. 单元 刚度 方程 与 刚度 矩阵 
由 虚 功 方程 : 
= fie o} dxdydz 


- [| 8* | T[B]"z 210118118} ‘drdydz 


1а" 19] DIL Bardy аа 
А 2 


< 
am 


- 5 [свт р]гв]аху) 181° = ГАТ, 191° (4-25) 


从 而 ， 单 元 刚度 矩阵 为 








[к] = -[[в][р][в]аау (4-26) 


А 

至 于 三 角形 薄板 单元 ,采用 三 角形 单元 可 以 较 好 
地 模拟 任意 边界 形状 的 板结 构 。 在 边界 较为 复杂 的 结 
构 中 ， 三 角形 单元 的 应 用 较 多 。 但 是 ， 由 于 三 角形 单 。 о 
元 为 常 应 变 、 常 应 力 单元 ， 因 此 ， 在 规则 结构 中 很 少 
使 用 。 

对 三 节点 三 角形 薄板 单元 (图 4-9) ， 其 单元 节 
点 列 阵 为 








图 4-9 三 节点 三 角形 薄板 单元 


(8l =w; 0, Ө w Ө, 0, w, Өө, Ө 
I° = IM, M, f M, M, fy Mps Mpy)" 
4.2.3 薄 壳 结构 有 限 元 简化 计算 
薄板 中 面 在 无 载荷 下 为 曲面 时 ， 就 是 薄 壳 结构 (图 
4-10) 。 可 由 很 小 的 薄板 单元 对 薄 壳 结构 离散 化 。 单 元 分 析 


在 局 部 坐标 系 进行 。 在 整体 坐标 系 中 组 集 。 薄 板 假设 仍 适 
用 于 薄 充 ， 但 对 薄 充 单元 ， 其 节点 位 移 与 薄板 不 同 。 


18; | = ш; v; 10; Ө; 0, ]" ( ж Ж ) < y 
А = 1 f Jf Íy Mx M,,]' — 


单元 节点 位 移 : 
(513,1 = [87 87 ó, 6] 4-10 薄 壳 结构 有 限 元 


单元 节点 力 : 





Р зох = [应 f f, 万】 
其 余 过 程 与 前 述 类 似 ， 不 再 叙述 。 


43 轴 对 称 问 题 的 有 限 元 分 析 


4.3.1 轴 对 称 问题 


在 实际 工程 问题 中 ， 若 结构 的 几何 形状 、 约 束 条 件 及 所 受 载 荷 都 对 称 于 某 一 固 
ЖЕН 〈 称 为 对 称 轴 ) ， 则 结构 在 载荷 作用 下 产生 的 位 移 、 应 变 和 应 力 必然 也 对 称 于 
该 轴 。 这 类 问题 称 为 轴 对 称 问 题 (图 4-11) 。 对 于 轴 对 称 问题 ， 通 常 采用 柱 坐 标 
(r, 0, z) 进行 分 析 ， 如 图 4-12 所 示 。 以 对 称 轴 作 为 z 轴 ,任意 一 点 的 位 移 、 应 
变 和 应 力 都 与 0 无关， 仅 为 "和 = 的 函数 。 轴 对 称 问题 的 力学 参量 如 下 。 


位 移 : и = [u ш], v=0 
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4-11 轴 对 称 问 题 

















图 4-12 轴 对 称 间 题 中 的 微 体 


应 变 : fe} =[#, ву е, у], ya =ye=0 

MH: (с) =[0, с, G, О т = Ta. =Ü 
KP, u, v, и 分 别 为 -、9 和 z 方 向 的 位 移 ， е, 为 径 向 正 应 变 ; £, 为 环 向 正 应 变 ，; 
2, 为 轴 向 正 应 变 ; yy, 为 7 方向 与 z 方 向 之 间 的 前 应 变 ; o 为 径 向 正 应 力 ; o, 为 环 
向 正 应 力 ; o, 为 轴 向 正 应 力 ; 7,, 为 圆柱 面 上 的 剪 应力。 

由 于 轴 对 称 问题 的 所 有 力学 参量 仅 为 > 和 z 的 函数 ， 与 Ө 无关， 因此 轴 对 称 问 


题 是 二 维 问题 。 
4.3.2 基本 方程 
由 弹性 力学 可 知 ， 轴 对 称 问题 的 基本 方程 如 下 。 








Bp 
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1) 平衡 方程 : 
00, дт. O,-09 =й 
дг д2 r Ш 
(4-27) 
де, ÔT z rz b =0 
д2 k; дг ji Улат 
2) 几何 方程 : 
0 pu 
r r? ° r 
ðw дш ðw 
z7 Yrz агат 
д2 0z дг 
[ д 
F 0 
ё, 
20 u 
š | | (4-28) 
E, 0 ð |w 
д2 
Уш 
ð ð 
Loz ðr 
3) 物理 方程 : 
С, є, 
Og 
=[D]4x4 (4-29) 
G, 
T,; У, 
AF, [D] РКА Наде Е, HI 
-u l-u 
и 1 ы 0 
Е(1-и) | 工 -人 l -y 
D]ix4= 4-30 
l-u l-u 
] -2u 
0 0 0 
L 2(1-и) 


4.3.3 有 限 元 离散 





对 轴 对 称 问题 ， 只 需 取 出 一 个 截面 进行 网 格 划 分 和 分 析 。 其 有 限 元 离散 过 程 如 
图 4- 13 所 示 ， 在 每 一 个 截面 ， 它 的 单元 情况 与 一 般 平 面 问题 相同 ， 可 以 是 三 角形 
或 四 边 形 ， 但 这 些 单 元 都 是 环形 单元 。 所 有 的 市 点 载荷 都 应 理解 为 作用 在 单元 节点 
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所 在 的 圆周 上 。 














图 4-13 轴 对 称 问题 的 有 限 元 离散 


4.3.4 三 节点 三 角形 轴 对 称 单元 


1. 单元 描述 

三 节点 三 角形 轴 对 称 单元 如 图 4-14 所 示 ， 
该 单元 为 横 截 面 为 三 节点 三 角形 的 360° 环 形 
单元 。 

节点 编号 : i, j, m 

节点 坐标 : (т, z) (ü, j, m) 

















节点 位 移 : 
asf], (i, J, m) И j 
w; 图 4-14 三 节点 轴 对 称 单 元 
节点 力 : 
4 
= . (i, , ) 
_ x > 
因此 ， 单 元 节点 位 移 矢 量 : 
ô; 
1561 = 40, (4-31) 
Ôm 6x1 


单元 节点 力 矢 量 : 








("= (4-32) 
mJ6x1 
2. 单元 位 移 模式 
由 于 有 三 个 节点 ， 在 了 方向 和 z 方 向 上 各 有 三 个 节点 条 件 ， 因 此 设 它 的 单元 位 
移 模 式 为 
u(r, z) = Qi +ог +02 
| (4-33) 
ш(г, 2) =Q4 + GsT + Q6Z 
该 位 移 模式 与 平面 问题 三 节点 三 角形 单元 完全 相同 。 同 样 ， 将 节点 坐标 和 节点 
位 移 代 入 式 (4-33) 可 解 出 al а, ，…，a5， 整 理 后 得 到 单元 内 部 位 移 ; 





a [N 0 N, 0 N, Oqu 
la} =Í = | I ASENG, 2)]18]° (4-34) 








AP, МАКРО, z) ] 及 其 和 N;、N;、W 的 表达 形式 与 平面 问题 三 节点 单元 
相同 。 即 











N, = (a; бай (E p Si) (4-35) 
式 中 , 4 是 三 角形 轴 对 称 单元 的 截面 积 ， 且 
l r, z; 
24= |1 r z (4-36) 
1 Tm Zm 
以 及 
а; = 12, Tmj b; =Z -Zm e; = - (r; 一 7 ) (4-37) 
3. 单元 内 应 变 和 应 
由 轴 对 称 问 题 的 几何 方程 可 以 得 到 单元 内 的 应 变 ， 即 
[ 0 
ЕЕ 0 
E, 1 0 
_ 20 ПА r u(r,z) = 本 ë 
еа = р а аа) BING, 21181 = [B(r, 118] 
Y, 08 
ð ð 
Loz дг 
(4-38) 


AF, [B(r, z) МЗ, R 
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[ 0 
ar 0 
1 
т Ом о N Ó N. о 
[B] = [931%] 
о 10 мом O N, 
д2 
ð ð 
Loz дг 
= [ В, В; Ba] (4-39) 
其 中 
bp, 0 
1|Ф 00 
[B,] 724 0 с; (i, j, m) (4-40) 
co b, 
а; с;2 
$, = tb +C, j, m) (4-41) 
r 


由 式 (4-38) 可 见 ， 单 元 内 应 变 є,, є., у.н, E p bn ó, 与 各 单元 中 
各 点 的 位 置 (r, z) 有 关 ， ey 当 结 构 包 含 对 称 轴 (r+ =0) 在 
И, pi ф,, Ф, 是 奇异 的 ， 这 将 给 数值 计算 带 来 困难 。 

由 轴 对 称 问题 的 物理 方程 ， 可 以 得 到 单元 内 应 力 : 








с, 
[о (е, х) aaa r= [Doa еб, а) а Dll BCs л) Јова 
Т 
(4-42) 
4. 单元 的 刚度 方程 
与 平面 三 节点 单元 类 似 ， 应 用 虚 功 方程 ， 可 得 到 单元 的 刚度 方程 : 
[Е Ј6,6 18 }éx1 = {f}éx1 (4-43) 
式 中 ， 单 元 刚度 和 矩阵 为 
[k]° = [ів [B Bl]dV = [їз B]rdðdrdz = 27 || [B]"[D][B]rdrdz 
(4-44) 








由 于 几何 矩阵 中 的 元 素 不 是 常量 ， 单 元 刚度 矩阵 需要 通过 积分 得 到 ， 为 简化 计 
算 和 消除 对 称 轴 上 r=0 时 所 引起 的 数值 上 的 困难 ， 可 以 用 三 角形 单元 形 心 位 置 的 
HEER ren 2, 代替 应 变 和 矩阵 [В] 中 的 变量 r、z。 





r. = + г; +r,) 


m 








1 
2, = (z; +2; +2,,) 


则 

ф= +b; + n 
由 式 (4-39) ~ 式 (4-41) 可 知 ， 此 时 应 变 矩 阵 变 为 常量 矩阵 。 单 元 刚度 和 抵 

阵 的 近似 表达 式 为 


CiZe 





(i,j,m) 








K; К; Kim 
[k] =27r, [B]" [D] [B] A=| К, Ky Km (4-45) 
Кы K, Kym 
单元 刚度 矩阵 的 分 块 矩 阵 为 
ҮЗ p TE(1 -u)r, . + 中 中 +A (bb, +ф„Ь,) +А»с,с, Ас, (b, +ф,) i 
” 2(1+и)(1-2м)А Aic, (b, +ф,) +4b,c, cc +Ab,b, 
(4-46) 
其 中 
有 ат 


5. 等 效 节点 载荷 矩阵 
若 作 用 在 单元 上 的 体力 为 1p} ， 与 平面 问题 相同 ， 由 虚 功 方程 可 以 得 到 等 效 
ШЕСЕ шр 


А1 = 2af] С] аға (4-47) 
若 作用 在 单元 上 的 面 力 为 (P), WAREN 
А) = 27| [NJT1IP | rd (4-48) 


轴 对 称 问题 分 析 中 ， 如 果 直 接 定义 节点 载荷 ， 载 荷 值 是 实际 弹性 体 上 绕 对 称 轴 
一 周 的 载 集 的 累计 结 


4.3.5 四 节点 矩形 轴 对 称 单 元 


1. 单元 描述 

四 节点 矩形 轴 对 称 单元 如 图 4-15 所 示 ， 该 单元 为 横 和 截面 为 四 节点 矩形 的 360。 
环形 单元 。 

节点 编号 : 1. 2. 3. 4 

节点 坐标 : (т, wi), i=1, 2, 3, 4 

节点 位 移 〈 分 别 沿 方 向 和 z 方 向 ) ; | |. {51,2,3,4 


u; 
Wi 
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图 4-15 四 节点 矩形 轴 对 称 单元 


Зал, (лел 
单元 节点 位 移 : 

(lgx [ur Wy ш ш; и; w, ш ш]! (4-49) 
单元 节点 力 : 

Ifl =a fa fo fo ra fa fa ЈА" (4-50) 


2. 单元 位 移 模 式 
由 于 该 单元 有 四 节点 ， 在 方向 和 :方向 上 各 有 四 个 节点 条 件 ， 类 似 于 平面 四 
节点 矩形 单元 ， 设 它 的 单元 位 移 模式 为 
u(r, z) = 0 +r + 032 + GTZ 
(4-51) 
ш(г, 2) =Qs + Qor +02 + Og TZ 
与 平面 四 节点 矩形 单元 类 似 ， 可 推出 它 的 形状 函数 矩阵 [NCr, z) ] ов, ， 由 轴 对 称 问 
题 的 几何 方程 可 以 推出 相应 的 应 变 矩 阵 [B(r, 2) Jaso 
3. 单元 刚度 方程 
最 后 也 可 导出 单元 的 刚度 方程 : 
[k] „(ёва = 1Л1зх1 (4-52) 

















式 中 ,单元 刚度 矩阵 为 
К} a = 由 [BID][B]4srdedrdz = 2r |[B]"[D][B]rdrdz (4-53) 





44 等 参 单元 


4.4.1 等 参 单元 的 基本 概念 
为 提高 有 限 元 计算 精度 ， 应 选择 符合 实际 结构 的 单元 。 包 括 两 方面 的 内 容 : 
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QD 单元 位 移 模式 能 尽量 准确 反映 节点 位 移 与 单元 内 位 移 的 关系 ; 凶 单 元 形状 能 与 结 
构 边 界 很 好 地 吻合 。 

采用 直线 边界 单元 允 近 实际 曲线 边界 ， 就 必然 增 大 计算 开销 。 为 了 使 用 较 少 的 
单元 提高 计算 精度 和 加 强 曲 线 边 界 的 适应 性 ， 常 希望 采用 任意 四 边 形 单元 或 任意 曲 
线 四 边 形 单元 。 但 对 于 任意 四 边 形 单元 或 曲 边 四 边 形 单元 ， 单 元 位 移 模式 (JÉ РЁ 
Ж) 较 难得 到 ; 且 计 算 刚度 矩阵 时 ， 由 于 积分 域 为 任意 四 边 形 或 曲 边 四 边 形 ， 故 
积分 非常 复杂 。 为 简化 积分 ， 采 用 坐标 变换 ， 即 将 复杂 形状 单元 转化 为 规则 形状 单 
元 〈 等 参 单 元 或 等 参 变换 ) 。 


4.4.2 平面 四 节点 四 边 形 等 参数 单元 


对 于 一 个 任意 形状 的 四 边 形 ， 通 过 坐标 变换 ， 可 转换 为 规则 的 正方 形 ， 如 图 
4-16 所 示 。 























映射 





AT 


坐标 变换 








1 2 
Cl o) (1,=0 











(ху) = (1, =) (20,35) = (1,1) 
(23,23) — (1, 1) (x434) > (1,1) 


图 4-16 任意 形状 的 四 边 形 到 正方 形 的 映射 


O as 


AF, (x, у) 为 整体 坐标 (或 物理 坐标 ); (£, т) 为 局 部 坐标 (或 自然 坐标 )， 
是 量 纲 为 一 的 量 。 
对 于 规则 的 正方 形 单元 ， 在 自然 坐标 下 ， 单 元 的 位 移 模式 : 


所 对 应 的 映射 关系 为 











Е + оё + 031 + оёт (4-55) 
v =Q; + оё + аут + аёл 
JÉ PKZ 
ооа не (4-56) 
М, =(1+ё)(1+1)/4, № = (1-8) (1 +)/4 
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1. 单元 位 移 模式 
四 边 形 单元 节点 位 移 6, =[и, u], (ї=1‚ 2, 3, 4)， 节 点 位 移 和 撩 量 16}* = 
[61, 5, z, 64]!'。 以 形 函 数 作为 形 函 数 ， 构 造 四 边 形 单元 位 移 模 式 : 


4 
= È NCE, mu 
а (4-57) 
= К {(ё, m); 
或 
[H = мс, m] dal" 
N 0 N, 0 N о MW 0 
INE в) N 0 N, 0 N 0 a (139) 


2. 坐标 变换 

为 了 得 到 式 (4-54) 的 映射 关系 (坐标 变换 )， 以 四 边 形 单元 四 个 节点 坐标 
(х\, у), (%, у»), (яз, ya), (а, у) 作为 参 变 量 通 过 插值 得 到 单元 内 坐标 
(х, y) ME KZ, WaR (4-56) 为 形 函 数 ， 即 





4 


к= Б CE, т)х, 


г (4-59) 
= > м№,(, 1) у; 
i=l 


称 为 单元 几何 模式 , 或 (x, у) ~ (£, т) 的 映射 关系 (坐标 变换 )。 
可 证 : 节点 自然 坐标 代入 式 (4-59) 就 会 得 到 物理 坐标 。 
以 节点 1 为 例 : 
£=m= -1, N=1, N, =N; =N, =0 


x Xi 
Ё -| 
由 式 (4-57) 和 式 (4-59) 可 见 ， 描 述 单 元 位 移 分 布 的 位 移 模式 和 描述 单元 
几何 形状 的 几何 模式 具有 相同 的 构 型 。 即 相同 的 形状 函数 ， 且 节点 位 移 参 数 和 坐标 
参数 数目 相同 。 一 般 情 况 下 ， 称 这 种 单元 为 等 参数 单元 〈 或 等 参 元 ) 。 
把 自然 坐标 中 的 规则 正方 形 单元 称 作 母 单元 ; 把 物理 坐标 中 的 实际 单元 (Е 
意 四 边 形 单元 ) 称 作 子 单元 。 任 何 子 单元 均 可 由 母 单元 变换 而 得 。 
3. 单元 应 变 和 应 力 
由 几何 方程 : 





故 
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ди 
ди дх 
E, ч гооо Е 
Е тр (4-60) 
O 1 10 到 
z) аш д ôx 
ду Ox дь 
ду 
RP, (u, о) 是 中 间 变 量 (x, y) 的 函数 , 而 (x, у) 又 是 (£, n) 的 函数 。 
由 复合 求 导 : 
ди _ ди дх ди ду 
ð дх дё ду дё 
ди _ ди дх ди ду 
Әт Әх дпр Әу дт 
др _ до дх др ду 
д2 дх дё ду дё 
др _ до дх | до ду 
Әт дх ду ду дт 
写成 矩阵 形式 : 
ди Tox ду (дш ди 
дё 0€ дё ||дх дх 
ди ox ду || ov ди 
02 97 ðn- “ду ду 
др [Ox ду (до дь 
д д д дх дх 
а = [Ј) (4-61) 
дт дх ду || до дь 
an Lan 07 Joy ду 
AP, [J] PAJEN АЕ ИЕ, CEREK (и, v) 对 (x, у) 的 偏 导 数 转 换 为 对 
(£, т) 偏 导数 的 一 个 变换 矩阵 。 














[ — ƏN, 4 ƏN, 
> ЕТ. 2, аё?! 
71 = 4 4 
У ƏN; y oN, 
х; і 
=} an е] д? 
ГӘ№, óN, ƏN, ӘМ, 
219 o o o 
ðN; aN, ƏN, ӘМ, 
Lom д] дт дт 





Xi 
х2 
Хз 


X4 


Yi 
72 
Y3 
Y4 
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从 式 (4-61) 解 出 















































ди ди 
дх дё 
= -1 
ди 7 ди 
ду 91 
дь дь 
дх дё 
с. -1 
" a 
ду д1] 
S[J] = [J], W 
ðu ðu 
дх дё 
ди Í ди 
ду | 0 | дт 
др ° др 
— 0 [Л ЕТ: 
дь до 
ду 02 
4 ƏN, _ 
ди > аё“! INi: 0 әү, 0 6 0 Л 0 
дё ШШ дё дё дё дё 
4 ӘМ. 
ди і oN, oN, ðN, ӘМ, 
=“... ое m” 
ðv 4 ƏN, №, ƏN, ƏN, ƏN, 
к |261 | ж 0 t а 0 а 
G. 4 ƏN ƏN, ƏN, ON; ƏN. 
дт У | L Әт Әт Әт Әт 
= m” n n n n 
= [N] {8}° 
将 式 (4-63) 代入 式 (4-62) ， 再 代入 式 (4-60) 得 
{e} =[B]161° 
MEHE [B] 为 
1000 
[J] [0] A 
[B]; xs = 0 0 0 1 | я | [N]4xs 


=(ё, 7) 的 函数 





(4-62) 





(4-63) 


(4-64) 








应 力 为 
{oj =[D]{e} =[D][B]{8}" (4-65) 


4. 单元 刚度 方程 
与 一 般 单 元 类 似 ， 平 面 等 参 元 的 刚度 方程 可 由 虚 功 方程 在 实际 单元 上 导 
th, FJ 





[k]° {8}, = 171° (4-66) 
单元 刚度 矩阵 为 
ге] = [в] [р1[В1&ду (4-67) 
А 
通过 坐标 变换 为 


T ' 涝 
[k] = [LB] [D][B]idxdy = || ELB]7LD]UB] jaga (4-68) 
A -1-1 

5. 等 参 元 的 病态 问题 

为 保证 [J] -! 存 在 ， 以 及 单元 刚度 矩阵 积分 不 为 零 ， 要 求 在 整个 单元 内 任 -一 点 
|J|=0, |J|#0 是 保证 (x, y) ~ (£, 7) 一 一 对 应 关系 的 必要 条 件 ， 或 称 为 等 参 变 
换 的 必要 条 件 。 可 以 证 明 ; 

1) 车 |J| 在 四 个 节点 上 都 大 于 零 ，|J оза >0, 则 ， 


[J| >0。 
2) Æ0<0; <T, 17|; >0(i=1,2,3, 4). < m 
说 明 : 为 保证 能 够 进行 等 参 变 换 ， 子 单元 为 西 四 边 

















形 ， 内 角 <т, 一 般 取 45° <0; <120。( 图 4-17) 。 j 
上 述 结论 可 以 推广 到 一 般 等 参 元 。 а 2 
ш = А 4-17 ДЈ 
4.4.3 平面 八 节点 等 参数 单元 (194-18) Ë 
节点 : 节点 : 
Q. 2 3,4 ;5,6,7,& ) (1, 2,3,4 5, 6,7,8 ) 
4 角 点 四 边 中 点 4 角 点 四 边 中 点 
nÀ 
4 7 3 
映射 š В 
Ё 
1 5 2 
ШЇ (ио) 1—8) ра Б (и 0) 1-8) 
( 子 单元 ) ( 母 单元 ) 


图 4-18 平面 八 节 点 等 参数 单元 
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对 于 母 单元 ， 假 设 位 移 模式 : 
u = а +056 +азт + a Ë + оёт + от + o£ 0 + авёт? (4-69) 
p= Qo +010 +0117 +о„ё + 01367) + олалар +015 n + «ъё. 
由 母 单元 八 个 节点 坐标 (£, т) 和 节点 位 移 (wu,, v), (ї=1-8), А 
定 ai(i=1，2，…，16) ， 再 将 其 代入 式 (4-69)。 假设 位 移 模 式 ， 可 得 到 以 单元 


节点 位 移 为 参数 的 内 部 位 移 插值 公式 : 
8 
У н. v= У NiE, m), (4-70) 
1=1 iel 


AP, АКР у 
Мү=(1-ё&)(1-1)(-ё-т1-1)/4 Му=(1+ё)(1-1)(ё-1-1)/4 


Мз =(1+ё)(1+т1)(ё+т-1)/4_ М=(1-ё&)(1+т)(-ё+т-1)/4 


=(1-2)(1-3)/2 №, = (1-12) (1 +8)/2 
№ = (1-2) (1 +0)/2 № = (1-8) (1 -)/2 
(4-71) 
易 见 
1 ш 
№, (8, n) = оа 


0 在 其 余 节 点 处 
子 单元 位 移 模式 与 母 单元 相同 。(x, y) 与 (£, т) 的 坐标 变换 〈 子 单元 的 几 
何 模式 ) : 














8 
= УМЕ, mais y = ме my. (4-72) 
易 证 ， 母 单元 (规则 四 边 形 ) AR (4-72) 的 坐标 变换 之 后 , 在 (x, y) H] 
上 映射 为 曲 边 四 边 形 。 
单元 刚度 方程 
le 
[вр] Вау [B] ~ (х,у) 
[k ]° 2 A 
1 1 
ыл шм 
4.4.4 空间 20 节点 等 参数 单元 (图 4-19) 
对 于 具有 曲面 边界 的 三 维 问题 ， 最 好 采用 图 示 空 间 20 节点 曲面 六 面体 等 参数 
单元 。 


母 单元 位 移 模 式 : 














母 单 元 (过 长 为 2 


图 4-19 空间 20 节点 等 参数 单元 


20 


и = У Ni(E， 1, цш; 
isl 


20 


0 = У Ni(E， 1, С); 
ial 





(4-73) 
20 
w = Y Ni(E， 1, ёш; 
i=l 
子 单元 的 位 移 模 式 同 式 (4-73). 
子 单元 的 几何 模式 为 
20 
x = У Ni(E， n, С)х, 
i=l 
20 
у= EN mOr (4-74) 
i=l 


20 
2 = DN,(é, N, é )zi 

=l 

— (х, y, z) ~ (£, m, £) 的 映射 关系 〈 坐 标 变换 ) 。 

DUE: 变换 式 (4-74) 把 母 单元 的 每 条 边 映射 为 子 单元 的 二 次 曲线 边 ， 把 每 
个 侧面 映射 为 二 次 曲面 。 

与 平面 问题 类 似 ， 可 以 得 到 20 节点 等 参 元 单元 刚度 方程 : 

[k] veo 1 9! 60x60 = lfl Р 











I (4-75) 
[&]° = | | | CBI"LDILB] 1Jldtand 


4.4.5 高 斯 积分 法 
由 前 面 的 讨论 可 知 ， 在 计算 等 参 元 的 刚度 和 矩阵 中 会 遇 到 式 (4-76) 形式 的 
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积分 : 
[ Eea, [| | EE, matan, f | Í Fé, n, Оаа (4-76) 
=J =й 5 a м] 
(4-76) 积分 运算 很 复杂 ，- 般 都 用 数值 积分 来 代替 
函数 积分 ， 即 将 积分 问题 化 为 求 和 问题 。 
常用 的 数值 积分 公式 ， DEKAR; OMKAR; 
@к Ит (Gauss) 积分 公式 。 
前 两 种 方法 是 等 间距 方法 ， 第 三 种 是 不 等 间距 方法 。 
1 一 维 高 斯 求 积 公式 
1= | ae 
高 斯 数值 求 积 的 基本 步骤 (图 4-20): @ 在 积分 区 
间 内 (单元 内 ) 选 几 个 积分 点 (高 斯 点 ) ;加 把 积分 点 
代入 积分 函数 ， 计 算 相 应 的 函数 值 ，@@ 把 每 个 函数 值 乘 
以 权 系 数 之 后 求 和 ， 得 到 近似 的 数值 积分 (图 4- 
21), HB 




































































+1 - ш 
r= | Жёд#— 1 = Уен, (4-77) 
= i=l 
外) 一 高 斯 点 处 的 两 数值 ; 
НА; I~] 
其 中 /一 高 斯 点 数 ( 积分 点 数 )。 











ë, 和 有 ,如何 选 择 ? 两 者 的 选择 要 符合 计算 精度 最 高 原则 。 积 分 点 数 越 多 ， 计 
算 精度 越 高 ， 但 计算 量 越 大 。 在 实际 计算 中 ， 应 权衡 计算 时 间 和 精度 的 关系 。 
1) 单 点 高 斯 积分 : 
+1 £ =0,H =2 
1= KOEKE) = 20) (4-78) 
DM, MAER ERRER, R (4-78) 的 计算 
BERR, DESE RRRS, MAAAR 
即 可 得 到 精确 解 (&1 =0, M =2) 。 
2) 对 于 三 次 多 项 式 的 被 积 函数 : 
Кё) =G, + G, £ + GË +С, (4-79) 



































图 4-21 高 斯 函数 求 积 
则 
pe [лда = + С,/3) (4-80) 
ОИНА, é Mé 以 及 五 MH, W 
I = (ë )H, +/(Ф,)Н, (4-81) 
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将 f(&1) 和 f(é&,) 由 式 (4-79) 代 入 式 (4-81): 
Í = H, (C +Cé + С, + GE) + Н,(С + С, + С, + Сё) (4-82) 
H=, TE é Mé ЖН, ЯП Н, SIT, 
H (Co + G,ë, +С, + CGE) + H,( G, + G£, +С, +С.) =2(C + С,/3) 


(4-83) 
由 式 (4-83), DA Co, С. C, 和 C; 的 系数 相等 ， 即 
H, +H, =2 
H ë, +H,é, =0 
(4-84) 
H,ë + Н, =2/3 
H ë +H,ë =0 
求解 式 (4-84) 得 
1 
= -é, = -一 = -0.57735 
u g (4-85) 


Н, =H, =1.0 
式 (4-85) 表明 ， 对 三 次 多 项 式 的 被 积 函数 ， 采 用 两 点 高 斯 积分 ， 并 满足 式 
(4-85) ， 便 可 得 到 精确 解 。 两 点 高 斯 积分 的 几何 意义 如 图 4- 22 所 示 。 
当 /(&) 是 的 五 次 多 项 式 时 ,采用 三 点 高 斯 积分 ， 且 
£ = -&, = –0. 77459, £, =0 
| =H, =0. 55555, H, =0. 88889 






































即 可 得 到 精确 解 
2. 二 维 高 斯 积分 (图 4-23 ) 


1=f | ле, mag ~ 1 





о 














= > > нн, у, т) 
i=1 j=1 
Р, (ё;, 7;) 为 高 斯 积分 点 ; пхп 为 高 斯 积分 点 数 ; HH, АРА 
它们 可 用 与 一 维 高 斯 积分 相似 的 方法 求 得 。 
3. 三 维 高 斯 积 了 





















































I= [, g Г, т, (298478 


= Í = > > > Н,Н,Н/\4&,, Nj» б) 


i=1 ј=1 


RP, (Eon С) 为 高 斯 积分 点 ;nxn хп 为 高 斯 积分 点 数 ; HHH, 为 权 函 数 。 
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(n) 








үчү 





Hi Н» 


mm = 














l з 
1 Ë £ =—-⁄/3 E13 +1 £ 


图 4-22 两 点 高 斯 积分 的 几何 意义 图 4-23 二 维 高 斯 积分 示意 
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结构 动力 学 分 析 是 有 限 元 分 析 的 主要 内 容 之 一 。 动 力学 分 析 不 同 于 静 力 学 分 
析 ， 遂 力学 分 析 主 要 确保 结构 可 以 承受 所 施加 的 稳定 载荷 ， 而 动力 学 分 析 常 用 来 确 
定时 变 载 和 荷 对 整个 结构 或 部 件 的 影响 ， 同 时 还 要 考虑 阻尼 及 惯性 效应 的 作用 。 动 力 
学 分 析 是 用 来 确定 惯性 (质量 效应 ) 和 阻尼 起 着 重要 作用 时 结构 或 构件 动力 学 特 
性 的 技术 。 

在 实际 工程 应 用 中 ， 动 力学 分 析 主 要 用 于 : 由 寻求 结构 振动 特性 (固有 频率 
和 主 振 型 ) ， 以 便 更 好 地 利用 或 减 小 振动 ; 包 分 析 结 构 的 动力 响应 特性 ， 以 计算 结 
构 振 动 时 的 动力 响应 和 动 位 移 的 大 小 及 其 变化 规律 。 

动力 学 分 析 主 要 包括 下 面 几 种 类 型 ; 

(1) 振动 特性 (结构 振动 方式 和 振动 频率 ) ”振动 特性 分 析 主 要 指 模 态 分 析 ， 
是 用 来 确定 结构 的 振动 特性 (固有 频率 和 振 型 ) 的 一 种 技术 。 模 态 分 析 的 作用 是 : 
中 使 结构 设计 避免 共振 或 以 特定 频率 进行 振动 ; 包 通 过 所 求解 得 模 态 振 型 ， 工 程 师 
可 以 认识 到 结构 对 于 不 同类 型 的 动力 载荷 是 如 何 响应 的 。 

(2) 随时 间 变 化 载荷 的 效应 〈 如 对 结构 位 移 和 应 力 的 效应 ) ”这 种 类 型 主要 
指 瞬 态 动力 分 析 ， 它 是 确定 随时 间 有 确定 变化 关系 的 载荷 作用 下 结构 响应 的 技术 。 
其 输入 数据 是 作为 时 间 函 数 的 载 科 ,输出 数据 是 随时 间 变 化 的 位 移 和 其 他 的 导出 
量 ， 如 应 力 和 应 变 等 。 

(3) 周期 (振动 ) 载荷 的 效应 ”这 种 分 析 主 要 指 谱 啊 应 分 析 ， 是 确定 一 
个 结构 在 已 知 频率 的 正弦 〈 简 谐 ) 载荷 作用 下 结构 响应 的 技术 。 它 可 以 确保 
一 个 给 定 的 结构 能 经 受 住 不 同 频率 的 各 种 正弦 载荷 〈 如 以 不 同 速度 运行 的 发 动 
机 ) ; 或 者 能 够 探测 共振 响应 ， 并 在 必要 时 避免 其 发 生 ( 如 借助 于 阻尼 器 来 避 
人 免 共振 )。 

(4) 随机 载荷 的 效应 ”这 种 类 型 主要 指 随机 振动 分 析 ， 简 称 随机 分 析 ， 确 定 
在 随机 载荷 下 结构 的 响应 ， 如 火箭 发 射 、 车 辆 经 过 随机 路 面 谱 等 。 

动力 学 分 析 除 了 考虑 变形 体 的 应 变 能 及 外 力 的 势能 外 ， 还 必须 考虑 物体 的 动 
能 。 建 立 包 含 这 些 能 量 在 内 的 泛 函 数 ， 由 它们 的 驻 值 条 件 可 以 得 到 动力 学 的 控制 方 
程 及 定 解 条 件 ， 即 为 动力 学 的 变 分 原理 。 基 于 哈密 顿 ( Hamilton) 变 分 原理 ， 将 结 
构 空 间 离散 化 ， 并 在 离散 化 的 单元 及 节点 上 进行 位 移 插值 。 使 用 运动 平衡 方程 、 几 
何方 程 和 物理 方程 ， 可 以 得 到 动力 学 的 通用 方程 。 

本 章 将 介绍 动力 学 问题 的 有 限 元 分 析 方 法 。 
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5.1 引言 


对 毅力 学 问题 ， 其 有 限 元 方程 〈 刚 度 方程 ) 为 
[k] ó = |F) 
AP, [k] 为 结构 刚度 矩阵; |8} 为 有 限 元 节点 位 移 列 矢量 ; | F| 为 有 限 元 节点 载 
荷 列 矢量 。{1R 和 161 不 随时 间 变 化 ， 外 力 与 弹性 力 平 衡 。 

而 针对 动力 学 问题 ， 其 载荷 、 位 移 均 随时 间 变 化 : 载 集 {FI = Рг) (随时 间 
变化 ); MERLE = 1601) | (随时 间 变 化 )。 在 此 时 ， 外力 |1F(1) | 将 不 再 与 弹性 力 
平衡 ， 而 是 必须 要 考虑 阻尼 及 惯性 效应 的 作用 。 

在 汽车 结构 分 析 中 ， 静 力 问 题 一 般 指 静 止 或 者 在 平坦 道路 匀速 行驶 ， 而 动力 问 
题 大 多 指 外 载 随时 间 变 化 大 或 外 载 含 频率 成 分 接近 汽车 结构 固有 频率 。 因 此 ， 结 构 
动力 学 问题 研究 的 主要 问题 是 : 在 已 知 载 答 | F(t) | 时， 求 结 构 动 态 啊 应 〈 位 移 响 
应 、 速 度 响应 、 加 速度 响应 一 一 时 间 历 程 分 析 )。 

















5.2 动力 学 有 限 元 基本 方程 





动力 学 问题 有 限 元 分 析 的 基本 方法 与 静 力 学 分 析 类 似 : 结构 离散 化 一 单元 分 析 
(建立 单元 动力 学 方程 》 一 整体 分 析 (建立 整体 系统 动力 学 方程 ， 一 求解 。 


5.2.1 单元 分 析 (建立 单元 的 动力 学 方程 ) (图 5-1) A 
假设 单元 位 移 列 矢量 为 
18(1)} =[6r бт оё, б]! доо! 
单元 节点 力 为 
Жие yr УТ! Ñ 


O x 
应 注意 的 是 : 位 移 列 矢量 和 节点 力 均 为 时 间 函 数 。 











1. 单元 位 移 模式 图 5-1 单元 分 析 
用 单元 节点 位 移 表 示 单元 内 任意 一 点 P(x, y, z) W 
位 移 。 
Р(х, y, z) 的 位移 可 以 表示 为 
и(х, y, z, t) 
(dla, у, z, = р(х, y, z, 0) |- [N(x, y, 2) 0900) 
w(x, у, z, t) 





RP, {4(х, у, z, 让 | 为 单元 内 P(x, у, z) 的 位 移 和 撩 量 ; [ М(х, y, 2) 12747004 
数 (位 移 插 值 函 数 )， 与 静 力 学 相同 ，16(1)}* 为 单元 位 移 节 点 位 移 和 撩 量 ;，(x，, y, 
z) 和 zt 分 别 为 空间 坐标 系 和 时 间 坐 标 。 
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2. 单元 应 变 和 应 力 


由 几何 方程 
Ге) = [B] 1900) (5-1) 
Лх, y, z) 
由 物理 方程 ; 


io) =[D] le} =[D][B] 16 ° (9-2) 
APF, RS] =[D][B] 为 应 力矩 阵 。 
3. 单元 动力 学 方程 
根据 虚 功 原理 ， 得 变形 体 虚 功 方程 为 
Жи = Wq Jpg 
分 析 单 元 所 受 的 力 : 
1) 单元 节点 力 | 月 ?*。 
2) 单元 内 一 点 P(x, у, z) W Л: |o|。 
3) 尸 点 单位 体积 的 惯性 力 : Ifilo 
І = -pld(x, y, z,t)| = -р[№]18|* (5-3) 
RP, р 为 材料 的 密度 。 
4) PP 点 单位 体积 的 阻尼 力 ，|f} 
|} = -yid(x, у, z, 0) | = -y[N]1 1° (5-4) 
( 设 阻 尼 力 正比 于 运动 速度 ， 秋 性 阻尼 ，y 为 阻尼 系数 ) 
单元 节点 虚 位 移 167 10° (x, y, 2,0) {в * (к, у, 2, 1), R. 
{da*} =1]15* 1°, {2* |= [8115* (9-9) 
ЖР 70е, WAJAH М (2025), BENi) (分 布 力 ) 可 
视 为 外 力 ， О s 则 虚 功 方程 为 


pta ре РА аи + Ја lqy = fie oldy (5-6) 
将 式 (5-1) LRG- 5) RAR (5- 0) 可 得 
18" | "рт [NJdv {8 н [NJT[NJdaV {5} 


тшш л] 0 
зова ИЕН 
ffo tM" Nav 18 р [N]7[N]dY {6 “a ana [DJ[B]aV |] ° = (Л 


(5-7) 
或 


[mJ° 18} + [с] 18} +] 18} (А (5-8) 
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RP, [m] = ffo LNITUN]aV 为 单元 质量 和 矩阵; 


[e] =[[уїм1'[х]ау 为 单元 阻尼 矩阵 ; [x]* = | 


[B]"[D][B]dV 为 单元 刚度 矩阵 (与 静 力 学 相同 ) 。 
比较 单元 月 由 度 质量 、 弹 筑 和 阻尼 系统 〈 图 5-2)， шз, 单元 自由 度 质量 、 
其 动力 学 方程 为 弹簧 和 阻尼 系统 

















mä + ex + kx = f 

式 (5-8) 表明 : 惯性 力 、 阻 尼 力 、 弹 性 力 与 外 力 (节点 力 ) 平衡 。 若 为 静 力 
学 问题 ，} 用 * 不 随时 间 变化 ，15}* 不 随时 间 变 化 ， 则 惯性 力 和 阻尼 力 为 零 ， 弹 性 
力 与 外 力 (节点 力 ) 平衡 。 
5.2.2 整体 结构 动力 学 有 限 元 方程 

与 静 力 学 有 限 元 方法 相同 ， 可 组 集 出 式 (5-9) 的 整体 结构 的 有 限 元 方程 : 

[M]18] +[C]18] +[K]16] =|F| (5-9) 

р, өрө .151 分 别 为 整体 结构 的 有 限 元 节点 位 移 、 速 度 和 加 速度 矢量 ; 
[M] [C] [K] 为 整体 质量 和 矩阵、 阻尼 和 矩阵 和 刚度 矩阵 ，!| F| 为 整体 系统 节点 载荷 
矢量 。 

它们 分 别 由 各 自 的 单元 矩阵 组 集 而 成 : [M] ~ У [т], [с] ~ У, [с], 





[K] ~ > [к], (Е ~ >[ 门 "。 求 解 方程 (5-9) ,可 以 得 到 结构 节点 的 15(:) 上、 


e e 


Гат) дг) |, ЗЕТ (е) |. ео) 





5.3 Жа ЕВЕ JE E£ 


5.3.1 MEEK 


(1) 一 致 质量 矩阵 (协调 质量 和 矩阵) (Consistent Mass Matrix) 单元 质量 分 
布 是 按 实 际 情况 分 布 的 ， 那 么 计算 质量 和 矩阵 所 用 形 晒 > 


数 与 刚度 矩阵 形 函 数 完全 一 致 。 图 5-3 所 示 为 平面 三 
角形 质量 和 矩阵。 三 角形 面积 为 4， 厚 度 为 :， 密 度 为 p。 | 
单元 节点 位 移 为 | ) 


i 














ló = [u,v Uns dn] О х 





а: ={*} ENG) 18 图 5-3 平面 三 角形 质量 矩阵 
09у] 
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单元 质量 和 矩阵 为 
[m]° = P| САА] ахау (5-10) 
A 
将 平面 问题 形 函 数 [N] ( 见 第 2 章 ) 代入 式 (5-10)， 积 分 可 得 
12 0 1⁄4 0 1⁄4 0 
0 12 0 1⁄4 0 1⁄4 
шк 1⁄4 0 1⁄2 0 1⁄4 0 
"23| 0 1⁄4 0 12 0 1⁄4 
1/4 0 1⁄4 0 1⁄2 0 
[Lo 1⁄4 0 14 0 1⁄2 
很 明显 ， 一致 质量 矩阵 为 非 对 角 阵 。 
(2) 集中 质量 和 矩阵 (团聚 质量 和 矩阵) (Iumped Mass Matrix ) (图 5-4) 有 限 
元 分 析 中 常常 使 用 集中 质量 矩阵。 其 方法 是 : 把 分 布 质 量 通 过 静 力 等 效 ， 平均 分 配 


到 单元 节点 上 作 集 中 质量 处 理 。 











三 角形 单元 
m m 
i j i j 
分 布 质量 : ‚йу 
И=Агр тту = т=з 


图 5-4 分 布 质量 通过 静 力 等 效 ， 平 均 分 配 到 单元 节点 上 


则 单元 集中 质量 矩阵 为 
гт ооооо 
010000 
~ одо отооо 
Е о 
000010 
[0 0 0001 
可 以 看 出 ， 集 中 质量 矩阵 为 对 角 阵 。 经 验 表 明 ， 集 中 质量 矩阵 与 一 — 


两 者 求解 精度 近似 。 比 较 两 者 ， 








一 致 质量 矩阵 为 惯性 耦合 





耘 。 从 计算 机 求解 效率 来 看 ， 











5.3.2 阻尼 矩阵 


(1) 黏 性 阻尼 (Viscous Damping) 





， 集 中 质量 矩阵 为 惯性 解 





显然 集中 质量 和 矩阵 求解 速度 较 快 。 





指 运动 物体 周围 流体 黏 性 产生 的 阻尼 ， 
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它 与 结构 表面 运 劲 速度 成 正比 。 黏 性 阻尼 亦 称 一 致 阻尼 ， 表 达 形 式 与 刚度 矩阵 一 
致 ， 写 成 
[c]° =a [m]° (正比 质量 矩阵 ) 
(2) 结构 阻尼 (Structure Damping: Hysteresis Damping) ”这 种 阻尼 力 与 结构 
内 部 应 变速 度 成 正比 , игр) ie} ， 来 源 于 结构 材料 内 摩擦 引起 的 阻尼 。 这 样 ， 上 
面 的 阻尼 和 矩阵 为 


[eje = и [в] tplLBlav 


[cj*=B [kj* (正比 刚度 矩阵 ) 
综合 上 面 两 种 阻尼 ， 阻 尼 和 矩阵 可 表示 为 
[с] =e [т] +B [k]° 或 LC] =a[M] +B[ К] 
比较 阻尼 矩阵，a、B 由 试验 确定 。 


5.4 结构 的 固有 频率 和 固有 振 型 


求解 结构 的 固有 频率 及 振 型 是 动力 学 分 析 的 基本 内 容 ， 理 论 分 析 与 实践 均 表 
明 ， 阻尼 对 结构 的 固有 频率 和 振 型 影响 不 大 。 所 以 在 求解 结构 的 固有 频率 和 振 型 
时 ， 可 以 不 计 阻 尼 影 响 。 同 时， 固有 频率 和 固有 振 型 是 系统 的 固有 特性 ， 且 与 外 载 
和 荷 无 关 。 因 此 ， 也 可 以 不 考虑 外 载荷 的 作用 。 

令 动 力学 方程 (5-9) 右 端 为 零 (不 计 阻 尼 ) ， 得 结构 的 无 阻尼 自由 振动 方程 ; 








[M]{6} +[K]{8} =0 (5-11) 
式 (5-11) 为 常 系数 线性 齐 次 常 微 分 方程 组 ， 其 解 的 形式 为 
(8t) = [ôo] соз (wt + Ф) (5-12) 


Ж, (50| 为 各 节点 振幅 矢量 ; | o | 为 与 该 振 型 对 应 的 频率 ;ep 为 相位 角 。 
将 式 (5-12) 代 入 式 (5-11) 得 如 下 的 齐 次 线性 方程 组 : 
(ГК) -w° [M] ) (8,1 =0 (5-13) 
式 (5-13) 有 非 零 解 的 条 件 (16561 不 可 能 全 部 为 零 ) 为 括号 内 的 行列 式 必 须 
HE, HH 
[K], -@2 [M], | =0 (5-14) 
式 (5-13) 是 关于 ow 的 n 次 代数 方程 , 式 (5-14) 称 为 微分 方程 (5-13) 的 特 
征 方程 。 由 此 可 以 解 出 个 实 根 ，o2(i =1, 2，…, n) 称 为 特征 值 。 按 大 小 排列 如 下 ; 
01 <05 <o = <o (5-15) 
把 任意 一 个 o; 1 Аа (5-13) 可 设法 解 得 与 其 对 应 的 特征 矢量 :16 人 2 上 (i= 1, 
2,，…, п), (02, LEP 1) 称 为 第 守 个 特征 对 。 因 此 ， 通 常 称 求解 方程 组 (5-13) 的 
问题 为 广义 特征 值 问题 。 所 求 得 的 wy а, ，…，w， 分 别 为 结构 的 第 1. 2, +, n 
阶 因 有 频率 (ARER), 1601. 166021. 2, 16062] 则 分 别 为 结构 对 应 的 第 1, 
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2,，…, n KHARE, 
系统 的 自由 振动 响应 为 
{б(ш) | = (807 | сов o (t Io) + 6? | сов w, (2-10) + 1863 | cos wa3(t—to) + 
(5-16) 
ИН & Pria ТТ УЖЕ ЛҮМ, АУЛ ВВЕ Ani 
5-5 所 示 。 
固有 振 型 具有 加 权 正 交 性 ， 为 书写 
方便 ,以 下 用 |8} 来 代替 19,1, {ШШ | 
有 频率 代入 式 (5-13)， 可 得 第 i 个 振 型 
方程 = 
[K]{8®] so [M] 18] (5-17) 4 ТТТ “э о 


在 式 (5-17) 的 两 边 左 乘 180 |", 得 eps SHE ы 
190 [KI {S| =o? (90 | T[M] {80 | aa 
(5-18) w3 

同 理 ， 在 第 j 个 振 型 方程 两 边 左 乘 和 


|8007, 得 





wI 











{8\9 ИК] {8% | =o; |8 ITEM] {8% | 图 5-5 BRAH 
| (5-19) 各 阶 振动 模 态 


由 于 [K] 和 [M] 都 是 对 称 和 矩阵 ， 
有 [K] =[K], [M]"=[M], MUR (5-18) 转 置 之 后 ， 有 


1 本 [150 =o? |80 1 T[M] 169] (5-20) 
由 式 (5-20) 减 去 式 (5-19), ， 得 
(ш -ф;){6?Т[М]16%? | =0 (5-21) 
4 j, озо, 时， 由 式 (5-21) 可 知 ， 必 有 
180 T[M] {8P =0 (5-22) 
将 式 (5-22) RAR (5-19) 有 
[900 1174240 =0 (5-23) 


20 (5-22) 和 式 (5-23) 表明 ， 任 意 两 个 不 相等 的 特征 值 o? 和 о? 所 对 应 的 
两 个 特征 矢量 16 中} 和 {5 之 间 ， 存 在 对 [K] 和 [М] 的 正 交 性 ( 称 为 加 权 正 
交 性 )。 

当 i=j,w;=w; 时 ， 有 

[189 17101189 | =M; 
189 T[K]160)] = K? 








(5-24) 
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т G) К^ 
w; = о = =u (5-25) 
др, Më жк; 分 别 为 第 i 阶 模 态 质量 (广义 质量 ) 和 模 态 刚度 (广义 刚度 ) 。 
式 (5-25) 表明 ，o? 等 于 K> MM? 的 比值 ， 表 示 系 统 固有 频率 与 系统 刚度 
和 质量 的 关系 : 当 系 统 总 体 刚度 矩阵 [К] 各 元 素 增 大 时 ，K;* 增 大 ， 则 w? 随 之 
增 大 ; 反之 , w? 降低 。 当 系统 总 体质 量 矩 阵 [M] 各 元 素 增 大 时 ，M;* HK, M 
o? 随 之 降低 ; 反之，ow? 提高 。 
由 于 特征 矢量 乘 上 一 个 不 为 零 的 常数 仍 为 特征 矢量 ， 为 了 方便 比较 ， 规 定 满足 
式 (5-26) 的 特征 矢量 称 为 正则 化 的 特征 矢量 (或 规格 化 的 特征 矢量 ) ， 令 
(ФӘ Т[м]{ф@) | =1 (5-26) 
ФО | 称 为 正则 化 振 型 ， 这 样 ， 振 型 的 加 权 正 交 性 就 成 为 
{Ф© }Т[м]{ф® } =8; 
(ФО TIK] {90 | = 026, 


























ЕЗ3 


ij 
” lo 当 izj 时 
将 任意 第 i 阶 主 振 型 正则 化 的 方法 为 
1609 |/с,={ф\®} c ;为 常数 。 (5-27) 
将 式 (5-27) 代入 式 (5-26) 得 
р ИФ =18® T[M]16 |/ =M =1 
。 = YW”， 于 是 正则 化 振 型 为 
IO} = {в® | /M? 
从 上 面 的 分 析 能 够 看 出 ， 固 有 振动 问题 即 为 求解 特征 方程 (5-13 )。 在 一 般 的 
有 限 元 分 析 中 ， 系 统 的 自由 度数 很 高 ， 但 工程 实际 中 所 需要 的 往往 只 是 低 阶 (或 
前 几 阶 ) 的 固有 频率 和 固有 振 型 。 求 解 特征 值 和 特征 向 量 的 方法 很 多 。 特 征 值 问 
题 的 解法 主要 有 : 中 广义 雅 可 比 法 (变换 法 ) ”( 求 所 有 特征 对 ); ОК 
(Стат - Schmidt; 格 莱 姆 - 施 密 特 ) 〈 逐 阶 求解 迭代 ， 误 差 累积 ，3 ~5 Br); OF 
Z EERIE (Subspace) (适合 计算 选 定 的 前 几 阶 模 态 ) ; DBlock Lanczos; (5)Ром- 
erdynamics; (OReduced; Damped, 




















5.5 结构 动力 响应 





结构 的 动力 响应 指 系统 在 外 部 激励 下 的 响应 ， 包 括 位 移 响应 、 速 度 响 应 和 加 速 
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度 响 应 及 动态 应 力 和 动态 应 变 等 ， 主 要 影响 产品 的 使 用 寿命 和 工作 性 能 (疲劳 、 
振动 噪声 等 ) 。 动 力 啊 应 分 析 的 目的 是 计算 系统 在 外 部 激励 下 的 动力 响应 ， 以 便 在 
产品 开发 设计 中 ， 将 其 控制 在 一 定 范围 之 内 。 


5.5.1 RESINE ( 模 态 变换 法 ) 


由 线性 代数 可 知 ，n 维 空间 内 的 任 一 矢量 16(1) | 均 可 表示 为 n 个 线性 无 关 矢 量 
фіч, Фауната 的 线性 组 合 ， В 


|ó =q {Фі + +q 1Ф1, = У; 11, (5-28) 
1=1 
HPF, (т) УЛА, Flp G1, 2,…,n) 为 系统 的 振 型 矢量 ORA 
Шш), ， 则 式 (5-28) 的 物理 意义 是 : 结构 在 外 载 下 的 动态 响应 |6(t) | 可 表示 为 该 结 
构 各 阶 振动 模 态 的 琶 加 。 这 时 称 q; (0) (i=1,2,…,n) 为 模 态 坐标 。 
将 式 (5-28) 式 写成 矩阵 形式 : 
{бу = Фа Фа, 001 „Та = Ф ага (5-29) 
式 (5-29) Xir Б О АА АА В АО ЛАЙТ ЛЕЙ Жр, ЛЕЛЕ Е 
MERSE [P] (б 2465), 
将 模 态 变换 式 (5-29) 代入 动力 学 方程 
[M|[@] j) +1С11Ф](4| +[К][Ф]\{д} =1F(:)] (5-30) 
再 用 [ $1" 左 乘 式 (5-30) ， 有 
[@]'[M][@]14) +[@]'[C][@] q} +EPIT[K][Ð]iq} =[Ф]Т\К(ї)} 
(5-31) 

















由 模 态 振 型 对 [М] 和 [K] 的 正 交 性 ， 有 


w, rororo r хт (mama canm 
c° четете гэв (mnn anm) 


= [更 ] [天 ] [更 ] 一 一 广义 刚度 矩阵 〈 模 态 刚度 ) (对 角 阵 ) 





K* 








模 态 频 率 、 模 态 质 量 、 模 态 阻 尼 和 模 态 刚度 统称 为 系统 模 态 参数 (Modal Pa- 
rameters) 。 这 样式 (5-31) 成 为 


K* |9 = 1Е* | (5-32) 

















ЯС 


AF, [F] =[@]'] F|, ЖАИ EEI). 
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为 直观 起 见 ， 将 式 (5-32) 写成 
тү 01r [сї olla) ГА Olrg) [Fë 
Е aT 2 924+ Б. —_ -JEZ (05.33) 
0 т q, 0 єт q 0 k" q, Е‘ 
式 (5-32) 和 式 (5-33) 是 用 模 态 坐标 表示 的 结构 动力 学 方程 ， 称 为 结构 的 
模 态 方程 。 其 实质 是 nn 个 独立 的 常 系 数 线性 方程 . 
m; q; +c g; + k; 4; = Е; (1=1, 2, +, n) (5-34) 
如 果 用 正则 模 态 进行 模 态 坐标 变化 ， 则 式 (5-34) 可 以 进一步 简化 为 
q; +2£; 0, q; +934, =f (i=1, 2, s n) (5-35) 


тї", é 称 为 第 i 阶 模 态 的 阻尼 比 ， 由 模 态 试验 测定 。 

由 常 微分 方程 理论 ， 式 (5-34) 或 式 (5-35) 容易 求解 。 

在 以 物理 坐标 表示 的 结构 运动 方程 中 ， 由 于 和 矩阵 [M], [K] 和 [С] 不 
是 对 角 阵 ， 每 个 微分 方程 中 含有 多 个 物理 坐标 ， о rd 
pling) 。 其 中 通过 质量 矩阵 元 素 将 物理 坐标 联系 在 一 起 的 叫做 惯性 耦合 ; 通过 
刚度 矩阵 元 素 将 物理 坐标 联系 在 一 起 的 叫做 弹性 耦合 ; 通过 阻尼 元 素 联系 的 叫 














Н е o 
模 态 变换 法 的 实质 就 是 把 由 物理 坐标 表示 的 耦合 动力 学 方程 解 耘 ， 使 其 成 为 m 
个 非 耦 合 的 模 态 坐标 表示 的 半 个 单 自由 度 方程 ， 因 而 求解 非常 容易 。 
车 结构 受到 简 谐 激 振 力 ，| 了 (1) = | еі", MASA: 
F: = {ФЦЕ еј“ 
方程 (5-34) 有 如 下 形式 的 解 ; 
q ае!” 
式 中 ，g; 为 振幅 ， 则 有 
q; =q;e je ` jæ = јод; 
qi = е! < -w° ) = -@°д; 
代入 式 (5-34) 得 
- mi од, +јосг qi +k q = 10111 F] eje 
从 而 解 得 第 i 阶 模 态 坐标 为 
Ipli Foje 





(5-36) 


qi= ж ет" 
“ЕЁ -mi o? + joc 


将 式 (5-36) 代入 式 (5-28)， 得 结构 比例 阻尼 下 的 动力 响应 
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|ó) = УЬ = s [фе (9) (5-37) 


i=l i=l kř — т; © + Joc; 
式 (5-37) 中 , Sc 等 于 零 ， 即 可 得 到 无 阻尼 情况 下 结构 的 响应 表达 式 。 
由 工程 实践 可 知 : 结构 的 动力 特性 主要 由 少数 一 些 低 阶 模 态 所 决定 ， 因 此 ， 式 
(5-28) 可 以 近似 为 


= Yale, (5-38) 
AF, m(m <<n) JJ ТЕХН КИЛ ИУС, ЖКУ S A ЛЕ = (5-38) 可 
写 为 
н а 1 вай (5-39) 
AP, [Ф], АН m 个 低 阶 模 态 组 成 的 nxm 阶 长 方 阵 ， 将 式 (5-39) 代入 
物理 坐标 表示 的 动力 学 方程 ， 并 左 乘 [由 ],x,， 得 

















M` ая б, ЕЯ ql nx1 F(E") mxi 
(5-40) 
式 中 ， wh J K* | 称 为 缩 维 的 模 态 质量 和 矩阵、 模 态 阻尼 矩阵 














和 模 态 刚度 矩阵 ，| 有” 和 xi1 称 为 缩 维 力 矢 量 。 

通常 称 式 (5-40) 为 动力 学 方程 在 т 阶 模 态 子 空间 中 的 投影 。 

综 上 所 述 ， 用 模 态 坐标 表示 结构 的 动力 学 方程 有 以 下 两 个 明显 的 优点 : 中 可 以 
解除 运动 方程 的 耦合 ， 即 将 多 自由 度 的 动力 学 分 析 问 题 转换 为 单 自 由 度 的 问题 求 
解 ， 从 而 减少 求解 难度 。@ 可 以 减少 求解 规模 ， 结 构 模 态 自 由 度 的 闯 往 往 比 物理 
自由 度 小 得 多 ， 因 而 求解 动力 学 方程 的 时 间 和 计算 机 容量 将 大 大 减 小 。 


5.5.2 直接 积分 法 

直接 积分 法 是 指 在 积分 动力 学 方程 之 前 ， 不 进行 坐标 变换 ， 而 直接 进行 数值 积 
分 。 直 接 积 分 法 是 基于 下 列 思路 : 也 求 仅 在 相距 At 时 间 间 隔 的 一 些 离散 点 满足 方 
程 的 解 。@ 在 时 间 间 隔 内 ， 可 用 适当 的 形式 假设 位 移 18), WE (ô), MEE 
18} 的 变化 特征 。 

为 方便 分 析 ， 重 写 动力 学 方程 : 

[M]U+[C]U +[K]U =F (5-41) 
1) 时 间 域 求解 ，0 ~ 了 被 等 分 为 于 个 时 间 间 隔 At( = Т/п) 。 
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2) 初始 条 件 1=0 时 ， 有 Шу, 00. 
3) 讨论 具体 算法 时 ， 假 定时 刻 0，At，2At;，…,t 时 刻 的 解 已 经 求 得 ,计算 
的 目的 在 于 求 1+ A: 时 刻 的 解 ， 由 此 建立 求解 所 有 离散 时 间 点 解 的 一 般 方 法 。 
L 中 心 差分 法 
对 于 数学 上 是 二 阶 常 微分 方程 组 的 运动 方程 (5-41)， 理 论 上 ， 不同 的 有 限 差 
ne ei 介绍 中 心 差分 法 。 
在 中 心 差分 法 中 ， 加 速度 和 速度 可 以 用 位 移 来 表示 : 
Ú, === - U,_a +U,, ai) 
| (5-42) 
U, = U,-a -2U, + Шм) 
考虑 i 时刻 的 动力 学 方程 (PAs 
[M]U,+[C]Ü, +[K]U, =F, (5-43) 


将 式 (5-42) IRAR (5-43), 
з [M 


若 已 经 求 得 0, АЛП U,, 
就 是 求解 各 个 离散 时 间 点 解 的 递 推 


] +54061) Ai = F, - [tx - 








U, ЖП б, 


需要 注意 的 是 : 此 算法 有 一 个 起 步 的 问题 。 因 为 当 上 =0 时 ， 为 计算 U， 
为 此 ， 利 用 式 (5-43), 





用 到 初始 条 件 U, 外 ， 


还 需要 知道 л, 


++ 


则 从 式 (5-44) 可 进一步 解 出 U... x, 
公式 (逐步 积分 )， 


аму - (м) 61) 


(5-44) 
所 以 式 (5-44) 





进一步 可 由 式 (5-42) 计算 


除了 
可 以 得 到 


2. 
ИЕ U - AU, + 印记 


(5-45) 


RP, Шу 可 以 利用 4=0 时 刻 的 运动 方程 (5-43) 得 到 ， 即 


Uo = (= -[C]U, -[K]U,) 


关于 中 心 差分 法 ， 还 需要 着 重 指出 两 点 : 


1) 中 心 
当 [ 








差分 法 是 显 式 算 法 ， 
М) 是 集中 质量 矩阵 AE), 











[K] 和 矩阵 不 出 现在 弟 推 
[C] 也 是 对 角 阵 时 ， 





公式 (5-44) 的 左 端 ， 
则 利用 递 推 公式 来 求 











解 运动 方程 时 ， 不 需要 进行 矩阵 求 逆 ， 


仅 需 要 进行 矩阵 乘法 运算 。 显 式 算 法 的 上 述 








优点 在 非 线性 分 析 中 将 更 有 意义 。 因 为 非 线性 分 析 中 ,刚度 矩阵 非常 数 〈 随 时间 



































变化 ) ， 而 是 求解 位 移 的 函数 ， 所 以 每 个 增 量 步 的 刚度 矩阵 必须 重新 计算 ， 这 时 采 
用 显 式 算法 ， 避 免 了 矩阵 [K] 的 求 逆 运算 ， 计 算 上 的 好 处 更 为 明显 。 
2) 中 心 差分 法 是 条 件 稳 定 算法 ，( Conditionally Stable), ， 即 利用 该 法 求解 具体 
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问题 时 ， 时 间 步 长 Ai 必须 小 于 某 个 临界 值 Ai,,， 否 则 ,算法 将 是 不 稳定 的 。 这 个 
临界 值 Ai,, 由 所 求解 的 有 限 元 方程 性 质 决 定 。 中 心 差分 法 解 的 稳定 条 件 为 
T, 2 

Ai 过 Al =— | (5-46) 
AF, Т, 为 有 限 元 系统 的 最 小 固有 振动 周期 (o, 为 系统 的 最 大 固有 频率 ) 。 

原则 上 可 以 利用 一 般 和 矩阵 特征 值 问题 的 求解 方法 来 得 到 最 小 固有 振动 周期 7 
(或 最 大 固有 频率 )。 实 际 上 ， — е ал 
(T°) 即 可 。 可 以 证 明 ， 。 由 此 可 见 ， 网 格 中 最 小 尺寸 单元 
将 决定 中 心 差分 法 时 间 睛 长 的 选择 ， 单 元 尺寸 全 小，Ar。 便 小 ， 计 算 中 用 则 越 高。 

2. Newmark -B 法 

J í + A: 时 刻 的 有 限 元 动力 学 方程 为 

[MJ]U, +[С]б, a + СКО, л, = Fisa (5-47) 
Н BB Н PERE, t+ Де 时 刻 的 速度 矢量 可 以 用 式 (5-48) 表示 为 


























ЕУ (5-48) 
MEETA t ЗАТ + + At 时 刻 的 两 个 加 速度 值 的 插值 为 


Ü=(1-a)Ü, +aŬ,, x (0<as1) (5-49) 
显然 ，a =172 时 ,这 种 算法 就 是 梯形 法 (建议 值 ) 。 
M|: + Ar 时 刻 的 速度 矢量 可 以 写成 
Ú = 0, + (1-0) 0, At+aÙ,, w “Мм (5-50) 














t+At 


Ол =U, +0, + At + UAP +. =U +Ü,- At + 


(5-а), но, JAP (0281) (5-51) 
由 式 (5-51) 解 得 





1 š: 
t+At sn ШЫ U,)- sx ti -(эв—!)Ё (5-52) 


将 式 (5-52) RAR (5-50)， 然 后 一 并 代入 式 (5-51)， 则 得 到 由 U, Ù, 
0, 计算 РМ U,, a、 U, a BIAR: 





1 
(rx taap +рд [el] 1+Ai 
=F, + [М] бй к акй, +(98-1)0) (5-53) 


кгс ж. +9 -1)6, +[в-1)м,) 
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U, 由 动力 学 方程 [M]m + [С]0, + [K]U = F, 18, 


从 式 (5-53) 可 知 ,求解 U, a 2 [К] їй (为 非 对 角 阵 )， 这 种 算法 
称 为 隐 式 算法 (Implicit) ， 对 非 线性 问题 不 宜 使 用 。 

可 以 证 明 ， 当 а= 21. в 1. (3-а) 时 ，Newmark - В 法 是 无 条 件 稳定 的 
(Unconditionally stable) 。 此 时 A; 的 选择 只 影响 计算 精度 。 


一 般 情况 下 ， 建 议 = 款 ，B = 才 〈 平 均 加 速度 法 ) , 








5.6 动力 响应 算 例 


为 进一步 理解 上 述 动力 学 问题 的 有 限 元 方法 ， 下 面 给 出 一 个 动力 响应 分 析 的 算 
例 (图 5-6)。 








ЖИЛ Us (t) \ 
L PoR 


ШОП 
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一 -一 -一 Newmark 




















“ү 


l l = l 
0 5А{ 10А/ І 10А/ 


图 5-6 动力 响应 分 析 


考虑 一 两 自由 度 系统 ， 其 动力 学 方程 为 


о 1005 а 80-00) (5-50) 
0 IJ l-2 4J li I 
初始 条 件 为 
. (0 
1=0, == | (5-55) 
由 方程 (5-54) 得 
Ше (5-56) 
10 


(1) 由 中 心 差分 法 求解 
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选 А: 


系统 的 固有 频率 o, = 2, o> = 5, H T, 2748 


n 


Т, =4.4, Т, =2.8 





T T 
№ At = | =0. 28 < = (满足 稳定 性 条 件 ) ， 代 和 方程 递 推 公式 得 






































时 间 0 Ar | 241 3At 4At | 5А 
U, 0 |0 0.0307 0.168 0.487 1.02 
0 | 0.392 1.45 2.83 4.14 5.02 
16 At = 107, =2.8 (不 满足 稳定 性 条 件 ) 得 
时 间 0 AL | 2м! ЗА; 
U, 0 |0 3.03x105 8.09х10'° 不 稳定 
0 | 0.383x103 —1.2х107 一 6.35x1016 
(2) Newmark 法 ( 选 a=0.5, B=0.25) 
1) At =0. 28 得 
时 间 | 0 | Ar | 2At ЗАГ | 4At | 5At | ... 
U, 0 | 0.00673 0.0504 0.189 0.485 | 0.961 
0 0.364 1.35 2.68 4.00 4.95 
2) At =28 得 
时 间 | 0 | At | 2Ar 3At 4At | 5At | 
U, 0 0.393 144 | 0.632 129 | 0782 | {ЖЖ 
0 1.09 433 1.89 3.89 2.32 稳定 














зот кавал 


在 实际 的 汽车 结构 分 析 中 ， 大 多 数 问题 均 为 非 线性 的 。 非 线性 问题 主要 包括 几 
何 非 线 性 、 材 料 非 线 性 和 接触 非 线 性 等 三 种 形式 。 因 此 ， 本 章 将 分 别 对 这 些 非 线性 
有 限 元 问题 进行 简单 的 介绍 。 


6.1 非 线性 有 限 元 问题 的 分 类 与 一 般 解法 


6.1.1 引言 


在 前 面 进行 线性 有 限 元 分 析 中 作 了 以 下 假设 : 中 小 变形 ; @ 线 弹性 ; 名 在 加 载 
中 边界 条 件 不 变化 。 
由 此 ， 得 静 力 学 有 限 元 方程 : 
[K] ó) ={P} (6-1) 
该 方程 为 线性 方程 ， 即 


181] P| 线性 函数 | 


而 在 非 线性 结构 分 析 中 ， 该 情况 不 成 立 。 
EED, ©, OWENE (6-1) 中 体现 的 呢 ? 事实 上 : 


1) 在 计算 单元 刚度 矩阵 [k] - ji [B]'[D][ B]dV 等 时 , PANETE MEKIH 


1 一 16| 
а! Р| о (8 


始 体积 内 完成 的 (将 结构 变形 后 的 平衡 状态 用 变形 前 的 平衡 状 态 加 以 描述 ) 。 这 主 
要 是 基于 小 变形 假设 。 

2) 每 个 单元 的 应 变 - 位 移 关 系 为 1s} = Cel =[V]{u}), 式 中 

(应 变 矩阵 ) 

[B] 与 单元 节点 位 移 无 关 (РЕЛЕ А) 。 这 同样 是 基于 小 变形 假设 。 

3) 应 力 -应 变 关系 为 1jc| = [ 刀 ]1s}， 式 中 [ 刀 ] 为 常数 和 矩阵 〈 与 应 变 无 关 ) 

这 是 基于 线 弹 性 假设 。 

4) 边界 约束 条 件 在 加 载 中 保持 不 变 

如 果 在 加 载 中 位 移 边 界 条 : 件 发 生 改变 ， 比如 ， 某 个 方向 原来 处 于 自由 的 自由 度 
在 一 定 载荷 水 平 下 成 为 被 约束 自由 度 ， 则 系统 响应 在 边界 条 件 变 化 前 是 线性 的 。 这 
种 情况 在 接触 分 析 中 出 现 。 
显然 ， 如 果 不 满足 上 述 中 、 包 、 加 假设 ， 结 构 系 统 的 力学 行为 将 出 现 非 线 性 。 
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6.1.2 非 线 性 问题 的 分 类 
非 线 性 问题 一 般 分 为 三 类 ( 表 6-1): 


1) 材料 非 线 性 :|o| =[D(s)]1el[ 单 向 应 力 状 态 : o =E(e)e]。 


2) 几何 非 线性 : {e} =[B(8)] [8] == В(и)и], 


( 非 线性 应 变 和 矩阵 ) 
з) 接触 非 线 性 (边界 非 线 性 ， 状 态 非 线性 ) 。 
表 6-1 非 线 性 分 析 分 类 









































分 析 分 类 说 明 使 用 列 式 应 力 和 应 变 表示 
材料 非 线 人 性 m М е ЧЕ Ж PE 工程 应 力 和 应 变 
应 力 - — ` T 
(only) й (only): MNO Engineering Stress and Strain 
线性 
纤维 的 位 移 和 转 р 
+E 
Р i 动量 大 ， 但 纤维 伸 Second Piola - Kirchhoff Stress, 
ТЕС A Бе 变形 是 小 的 ; Гавана Cd.) 2 Би е си с. 
动 ) 但 小 应 变 增 量 ТАИ лс 
应 力 - 应 变 关 系 可 Stress, Almansi Strain. 





Lagrangian (U. L. 
能 是 线性 或 非 线性 PEE 








纤维 间 的 伸 长 和 
度 变化 量 大 ， 纤 
大 位 移 (或 大 转 | 维 位 移 和 转动 也 可 | (тт) 




















Second Piola — Kirchhoff stress, 


Green — Lagrange Sirain; Cauchy 





动 ) 和 大 变 应 能 大 ; 应 力 -应 变 (U. L. ) ss | 
、 Stress ，Logarithmic Strain. 
关系 可 以 线性 也 可 
非 线性 
中 边界 条 
接触 非 线性 ЛАША ҮҮ 与 其 他 组 合 出 现 





件 发 生 改 变 











以 下 例子 可 以 说 明 各 类 非 线性 (图 6-1)。 














图 6-1 ЧЕЖЕ 


【 例 】 求 P~A 之 关系 。 
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1) 弹性 (小 位 移 ， 小 应 变 ) 。 首 先 ， 查 看 使 用 弹性 力学 的 方法 如 何 求 解 。 
应 力 为 














с =Р/А 
应 变 为 
P 
£ =0/Е = 
位 移 为 
PL 、 EA 
A = eL = КА 或 TA =P 
K.A=P 
RP, K= 学 。 
很 明显 ， 此 时 力 与 位 移 之 间 为 线性 关系 (图 6-2)。 
P 
E K 
1 
є< 0.04 = 0 1 








图 6-2 力 与 位 移 之 间 的 线性 关系 


2) 材料 非 线性 (only) (小 位 移 、 小 应 变 ， o 
应 力 -应 变 非 线性 ) 。 接 着 ， 查 看 在 材料 非 线 性 
情况 下 的 求解 方法 (图 6-3)。 === 
应 力 为 








с= e@(e)=E(e):€ 





с =Р/А 
| 
由 于 应 力 与 应 变 之 间 的 非 线性 关系 ， 因 此 ， | 
应 变 的 表达 式 为 ° i i 
е=0/Е(є) 








КЕ МЕ 7С ЕР 
C E(e)  Е(е)А E(A/L) 








K(A) - A= P 
E(A/L)A 
L 








Ж, K(A) = 


图 6-3 材料 非 线 性 时 
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显然 ， 此 时 力 与 位 移 之 间 为 非 线 性 关系 。 

з) 几何 非 线性 〈 大 位 移 或 大 转动 ,小 应 变 、 线 弹性 ) 。 考 察 几 何 非 线性 的 情 
况 ， 几 何 非 线性 包括 小 应 变 大 变形 和 大 应 变 大 变形 两 种 情况 。 下 面 以 大 位 移 或 大 转 
动 ， 小 应 变 、 线 弹性 为 例 来 说 明 几 何 非 线 性 。 此 时 位 移 或 者 转动 较 大 ， 但 应 变 较 
小 ， 材 料 仍 为 线 弹 性 (图 6-4) 。 

















图 6-4 几何 非 线性 CEMT) 
在 局 部 坐标 *'y' 中 ， 梁 单元 刚度 矩阵 为 
[w]e = 有 [al7[D]TB]dy 


ү 
在 整体 坐标 ху 中 ， 梁 单元 刚度 矩阵 为 
[К(8)]°=[Т(8)17[к']°[ Т(8)] 

式 中 ，6 为 单元 节点 位 移 ( 含 转角 )。 

最 终 梁 结构 有 限 元 方程 : 

LK(6) 118 = P| 

4) 边界 条 件 非 线性 (接触 非 线 性 ) 

在 实际 的 结构 分 析 中 ， 边 界 条 件 非 线性 是 经 常 出 现 的 问题 。 以 图 6-5 为 例 来 
说 明 。 























PI 
P 
W. 
0 一 А 
l 
a) b) 


图 6-5 边界 条 件 非 线性 CASA) 


едд, IF (图 6-5a)， 学 'A=P. 
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A 
ма > A (6-5%), а (дд) =P, (А 20де, 


K CA) +. !A =P, 

这 种 接触 非 线性 同时 也 可 在 几何 非 线 性 或 材料 非 线性 中 出 现 。 

对 于 实际 工程 问题 ， 首 先 分 析 研 究 对 象 的 物理 现象 属 何 性 质 ， 然 后 确定 分 析 类 
型 。 当 然 ， 选 择 最 一 般 的 大 位 移 、 大 转动 、 大 应 变 、 材 料 非 线 性 、 边 界 非 线性 总 是 
正确 的 ， 但 计算 成 本 太 高 ， 显 然 也 无 此 必要 。 


6.1.3 非 线性 问题 的 一 般 解 法 


虽然 非 线性 有 限 元 问题 是 多 种 多 样 的 ， 最 终 均 可 写成 以 下 的 非 线 性 方程 组 ; 
[K(8)] {8} = P| 
如 何 求解 上 述 非 线性 方程 组 是 本 节 重 点 。 下 面 以 材料 非 线性 问题 为 例 ， 说 明 在 
有 限 元 方法 中 如 何 求解 非 线 性 方程 。 
当 材 料 应 力 -应 变 关系 是 非 线 性 时 ,结构 整 体 平衡 方程 可 写成 非 线 性 方程 组 
{w(6)} =[K(8)] {8} -1P} =0 (6-2) 
需要 注意 的 是 , 式 (6-2) 中 的 刚度 和 矩阵 不 是 常数 ， 而 与 变形 有 关 。 
求解 非 线 性 问题 的 方法 可 分 为 三 类 ， 即 增 量 法 、 迭 代 法 和 混合 法 。 下 面 分 别 来 
叙述 这 几 种 方法 。 
1. 增 量 法 (图 6-6) 
增 量 法 的 基本 过 程 如 下 : 
1) 载荷 划分 为 许多 增 量 ， 这 些 增 量 可 以 不 等 。 
{АР} (ї=1,2,+-,т) 


т 


{P} = У, {АР,| 


2) 逐步 施加 载荷 增 量 ， 逐步 求解 。 
每 一 步 计算 中 ， 将 刚度 矩阵 [K(8) ] 处理 
为 常数 (近似 处 理 为 线性 化 ) ， 在 不 同 载 
荷 步 中 ， 刚 度 和 矩阵 具 有 不 同 值 。 即 

H {АР,| 线性 化 |1A6 | 一 {Ae,| 一 


m m 


До, | = 18| => {Аб}, о} => Ас; | 


ї=1 ї=1 


















































ol 


增 量 法 是 用 一 系列 线性 问题 去 近似 代 图 6-6 WER 
替 非 线性 问题 ， 或 用 分 段 线性 的 折线 去 代替 非 线性 曲线 的 方法 。 

由 载荷 增 量 1AP | 计算 位 移 增 量 1A5 | 主要 有 始点 刚度 法 和 中 点 刚度 法 
两 种 。 

1) 始点 刚度 法 (图 6-7)。 设 第 ; -1 步 未 的 变量 [8] 已 求 出 ， 则 对 应 第 
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i -1 步 末 的 刚度 矩阵 : 
LK;_ 1] =[К(8,_|)] 
假设 在 第 ; 步 内 刚度 矩阵 保持 不 变 ， 并 近似 为 [K], FÆR (6-3) 可 计算 
第 i 步 时 位 移 增 量 1A5,| : 
К, ]{48;} = 1 AP,| (i=1,2,3, =, m) (6-3) 

AP, [K] 为 由 曲线 的 第 i 步 始点 计算 的 ， 故 称 为 始点 刚度 法 。 

该 方法 计算 较为 简单 ， 但 计算 精度 较 低 。 

2) 中 点 刚度 法 (图 6-8)。 为 了 提高 计算 精度 ， 一 个 自然 的 想法 是 在 每 步 计算 中 
采用 平均 刚度 ， 即 先 用 [K] 计算 初步 Дд | 一 16; | ， 再 由 初步 16* | 计算 
第 i 步 末 的 刚度 矩阵 [K;] ， 由 此 可 计算 第 i 步 的 平均 刚度 矩阵 见 式 (6-4). 


[K;] => ([K,-,] *[K,]) (6-4) 























={ 





本 


图 6-7 始点 刚度 法 〈 单 变量 ) 图 6-8 中 点 刚度 法 





然后 由 式 (6-5) 计算 出 第 ; 步 的 位 移 增 量 : 
[K;]{A8;} = (АР, | (6-5) 
上 述 计算 最 精度 提高 了 ， 但 从 式 (6-4) 可 知 ， 需 要 增加 计算 机 的 存储 量 。 因 
此 采用 下 述 中 点 刚度 法 更 为 合适 。 
1) 首先 施加 载荷 增 量 的 一 半 寺 1APi| 。 
2) 用 第 ; -1 PR [K] 计算 临时 位 移 增 量 [АБ 1}, H) 
[K; Аб = [АРИ 
进一步 可 设 中 点 位 移 ; 
(51| = ló; | + {Аё т | 
由 中 点 位 移 可 算出 [K, 1], НК (6-6) 计算 第 ; 步 的 位 移 增 量 。 
[К, ] 1 Aó, | = {АР,; | (6-6) 
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由 图 6-9 可 看 出 中 点 刚度 与 始点 刚度 法 的 区 别 。 图 6-9 中 的 6, 是 采用 中 点 刚 
度 法 算得 的 位 移 ，6'; 则 是 采用 始点 刚度 法 所 算得 的 位 移 。 

2. ЖЖ 

用 和 迭代 法 求解 非 线性 问题 时 ， 一 次 施加 全 部 载荷 ， 然 后 逐步 调整 位 移 ， 使 基本 
式 (6-7) 得 到 满足 : 

ly (8)} =[K(8)] {8} - |P} =0 (6-7) 

(1) 直接 迭代 法 “ 先 给 初始 近似 解 19, (如 1601 =0) ， 可 求 出 [K(5o) ] = 

[Ko] ， 则 由 基本 方程 可 求 得 第 一 个 改进 的 近似 解 。 
15,1 = к] {P| 

重复 这 样 的 过 程 ， 从 第 次 近似 解 求 第 n+1 次 近似 解 的 公式 为 
[K,] =[K(6,)] 
15,11 = [К,] {Р} 

直至 前 后 两 次 计算 结果 充分 接近 为 止 。 

迭代 法 存在 着 收敛 的 问题 。 一 般 情 况 下 ， 如 果 满 足 一 定 的 收敛 准则 ， 就 认为 先 
代 成 功 。 收 敛 准 则 可 以 是 根据 位 移 的 误差 ， 也 可 以 根据 力 的 误差 。 收 敛 准则 一 般 是 
以 位 移 误 差 的 范 数 的 形式 来 表示 : 

IAS | = /1A6111A6] <o || ó, | 
式 中 ,a 为 给 定 的 很 小 的 数 或 以 失衡 力 误 
差 的 范 数 来 表示 ; 由 于 16,| 并 非 真 正 的 
位 移 值 ， 所 以 失衡 力 始终 存在 。 失 衡 力 的 
表达 式 为 

(YCE) i =К08,) 118,1 - {P} #0 
对 应 的 收敛 准则 为 

\ё(5,) | <B1P] 
RH, B 为 给 定 的 很 小 的 数 。 








(6-8) 


























单 变量 直接 迭代 法 的 计算 过 程 如 图 6-9 5, à, ó ó ó 
所 示 。 直 接 迭 代 法 每 步 采 用 的 都 是 制 线 刚 图 6-9 单 变量 直接 迭代 法 
ЖЕ [K,]o 

(2) 牛顿 法 (АБ - 拉夫 逊 (Newton - Карһѕоп) 法 ) (图 6-10) 考虑 单 
变量 x 的 非 线性 (KAO 方程. 





= 








f(x) =0 
ЛЕ хо 点 作 泰 勒 展开 ， 得 
Кх) =0 
TE xo 附近 的 线性 化 的 近似 方程 : 
J(xo) +f (xo) (х — xo) =0 
由 此 可 解 得 
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=, Го) 
0 f'(xo) 
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是 f(x) =0 的 第 1 次 近似 解 。 
重复 上 述 过 程 ， 得 到 了 (x) =0 的 第 n+1 次 近似 解 .: 
_ f(x) 

n+1 = X, f(x.) 
即 为 著名 的 牛顿 -MRENE 〈 简 称 牛 顿 法 ) 。 
对 于 要 求解 的 非 线 性 方程 组 : 
[1w(6)| =[K(8)] i8} - {P} =0 
(6-9) 
设 16,} 是 式 (6-9) 第 n 次 近似 解 ， 由 
牛顿 法 : 


TA (AEE) c 18] -{8,}) =0 











x 

















916] 
或 Е 
ш +[K. (Co – 18,1) =0 
由 此 可 解 得 第 n+1 次 近似 解 如 下 : 图 6-10 牛顿 法 








{б} = 18,1 - СК, | (6-10) 
APF, [Ki] 为 切线 刚度 矩阵 。 
对 单 变量 情况 ， 如 图 6-11 所 示 为 牛顿 法 的 收敛 情况 。 一 般 说 来 ， 牛 顿 法 的 收 
敛 性 较 好 ， 但 如 果 [K] 病态 ， 其 逆 不 存在 ,求解 将 失败 。 为 了 元 服 这 一 困难 ， 
可 引进 阻尼 因子 y*， 使 病态 减弱 ， 这 时 可 用 式 (6-11) 进行 迭代 。 












































Ph Ph 
P P 
v 
% 
0 б\ д б бд S 0 25 б\ бу 6 5 
So KTN бол t AHR 
图 6-11 单 变量 时 的 牛顿 法 
{б = 16, – (СК: +u" [1] ) y] (6-11) 


AF, [Т] 为 单元 阵 。 
牛顿 法 的 收敛 性 准则 与 直接 迭 代 法 相同 。 牛 顿 法 和 直接 迭代 法 求解 时 ， 在 每 一 
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步 迭 代 中 都 必须 重新 计算 [К] 或 ГК, ]， 并 求 其 道 。 所 以 这 两 种 方法 又 称 变 刚 
度 法 。 

(3) 修正 牛顿 法 ”对 于 大 型 问题 ， 形 成 刚度 和 矩阵 并 求 逆 是 很 费时 间 的 。 牛 顿 
法 在 每 次 迭代 中 都 要 重新 建立 刚度 矩阵 并 求 逆 ， 显 然 这 种 方法 的 计算 成 本 较 高 。 如 
果 只 在 第 一 次 迭代 时 建立 刚度 矩阵 [K] 并 求 其 逆 [ Ki] -!。 在 以 后 各 次 近代 中 都 
用 这 个 北 阵 进行 计算 ， 那么 第 nn 步 迭代 公式 成 为 

{8...1 = lEn} -[K.] {vy,| (6-12) 

这 种 方法 称 修正 牛顿 法 (图 6-12) ЕТЕ ВНК К НАЛА КИЕ 
阵 及 其 逆 和 矩阵 ， 计 算 时 间 虽 有 减少 ， 但 收敛 速度 有 所 下 降 。 

3. 混合 法 

混合 法 同时 利用 了 增 量 法 和 迭代 法 ， 把 载荷 划分 为 较 少 的 几 个 增 量 ， 对 每 一 载 
荷 增 量 进行 迭代 计算 ， 如 图 6- 13 所 示 。 



















































































Р} 
РА 
Р 
Ра 
ko 
Р, 
В 
до 1 б» ӧз Ó Ó 0 Öm Ó; ó; 1 ó 5 
图 6-12 修正 牛顿 法 图 6-13 混合 法 








比较 以 上 三 种 方法 ， 增 基 法 的 适用 范围 广 、 通 用 性 强 ， 且 可 给 出 载 集 -位移 过 
程 曲线 ; 但 是 与 迭代 法 相 比 ， 计 算 时 间 较 长 ， 男 外 ， 无 法 确定 近似 解 与 真 解 相差 多 
少 ， 即 计算 精度 无 法 控制 。 迭 代 法 的 计算 量 比 增 量 法 少 ， 对 计算 精度 可 以 控制 ， 但 
ЖАНЕ rH Жї — 位移 过 程 曲线 ， 且 适用 范围 小 ,如 当 材 料 特性 与 加 载 路 径 有 关 
时 ， 以 及 动力 学 问题 ， 和 迭代 法 均 不 能 使 用 。 混 合法 在 一 定 程度 上 包含 了 增 量 法 和 和 迭 
代 法 的 优点 ， 并 避免 了 两 者 的 缺点 ， 也 减少 了 对 每 一 载荷 增 量 的 计算 ; 由 于 进行 迭 
代 ， 可 以 佑 计 近 似 程 度 ， 但 计算 量 仍 较 大 。 























6.2 材料 非 线性 有 限 元 分 析 


在 非 线性 问题 中 ， 经 常 涉及 材料 的 塑性 变形 和 破坏 等 ， 因 此 ， 材 料 非 线性 是 非 
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线性 问题 中 常常 遇 到 的 。 
6.2.1 材料 本 构 关系 (应 力 -应 变 关 系 、 本 构 方程 、 物 理 方 程 ) 


1. 线 弹 性 (图 6-14) 
对 于 单 向 应 力 状 态 ， 根 据 胡 克 定 律 ， 应 力 和 应 变 的 关系 为 
с =Еє (6-13) 

可 以 看 出 ， 应 力 -应 变 为 线性 关系 ， 即 在 材料 承受 载荷 时 ， 加 载 与 邱 载 曲 线 重 合 
(о =0 时, & =0)。 

对 于 多 向 应 力 ， 根 据 广义 胡 克 定律 : 

{с} =[D] {e} 

AF, [D] x i =[D(E, ш) jex6 为 弹性 矩阵 (常数)。 

2. 非 线 性 弹性 (图 6-15) 


























图 6-14 线 弹 性 6-15 非 线性 弹性 


在 非 线性 情况 下 ， 应 力 和 应 变 之 间 的 关系 不 是 线性 的 。 对 单 向 应 力 状态 ; 
с =ф(е) =E, (e)e (6-14) 
即 应 力 和 应 变 呈 非 线性 。 但 是 ， 加 载 与 印 载 曲线 重合 (o =0 时 ，e =0) 。 
对 于 多 向 应 力 状态 ; 





lcl=LD.(e)]iel 
式 中 , D.(e) 是 6x6 材料 矩阵 ， 它 与 线 弹性 矩阵 [D] 的 结构 型 式 相 同 ， 但 其 中 
的 元 素 不 是 常数 ， 而 是 应 变 e 或 应 力 o 的 函数 。 
从 单 向 应 力 情况 的 应 力 -= 应变 曲 线 (图 6-16) 不 难 发 现 ，E, 为 制 线 杨 氏 模 
量 。 因 此 [D.] 也 称 非 线性 弹性 割 线 弹 性 矩阵。 
在 工程 计算 中 ， 有 时 需要 增 量 形式 的 本 构 方程 : 
do =E,(e)de 




















或 
dlocl=[LD(s)jdls| 
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式 中 ,五 为 切线 弹性 模 量 ; [D (е) ] 为 切线 弹性 矩阵 。 
对 线 弹性 情况 有 


3. 弹 塑性 

根据 材料 力学 的 单 向 应 力 -应变 实 验 曲线 (图 6-17), o <o, 部 分 为 线 弹 性 ， 
с <o, 为 非 线性 弹性 。c =o 时， 产生 届 服 流动 ; o >o. 时 ,材料 产生 强化 ( 硬 
Ж); 在 o=o, 时， 材料 破坏 (强度 极限 )。 加 载 持 ，o =o”>o, л ЖЩ, H 
迹 为 E 直线 ; 重新 加 载 ， 当 ex =o* 时， 重新 开始 届 服 (材料 届 服 极限 提高 了 )， 
这 种 现象 称 材料 硬化 (强化 ) 效应 。o =o" 称 后 继 届 服 。 完 全 印 载 后 go =0， 弹 性 
变形 a。=0， 塑 性 变形 е 关 0。 实 验 表 明 : 如 果 材 料 从 塑性 段 某 点 印 载 到 应 力 为 零 
点 后 反 向 加 载 ， 应 力 在 低 于 初始 屈服 极限 o, 数值 ， 就 开始 届 服 ， 这 种 现象 称 Baus- 
chinger 效应 。 这 说 明 ， 弹 塑性 材料 特性 与 变形 历史 有 关 (加 载 路 径 有 关 ) ， 即 具有 
历史 相关 性 和 路 径 相 关 性 ; 同时 ， 由 于 加 载 与 印 载 时 ， 材 料 服从 不 同 规律 ， 导 致 材 
料 应 力 -应变 关 系 表 达 式 较为 复杂 ， 一般 以 增 量 形式 给 出 (do ~ de). 


oh 

















oh 





do p 











\ 

















>= 
E 





0 Ep Eo € 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
E 


“y 


de 
图 6-16 MJ -应 变 曲 线 图 6-17 材料 力学 的 单 向 应 力 -应 变 实验 曲线 


下 面 讲述 硬化 材料 的 屈服 准则 (材料 硬化 规律 )。 初 始 屈 服 准则 为 o =o,， 后 
继 届 服 准则 为 o =o*。 也 就 是 说 ， 当 材料 产生 硬化 后 ， 届 服 准 则 将 发 生变 化 ， 在 
变形 过 程 的 每 一 瞬时 都 有 一 个 后 继 的 屈服 轨迹 ( 届 服 点 ) 。 后 继 届 服 点 (轨迹 ) 的 
变化 是 很 复杂 的 ， 它 与 材料 的 硬化 规律 有 关 。 

有 五 种 强化 模型 (规律) 得 到 广泛 应 用 。 它 们 是 等 向 强化 (各 向 同性 强化 ) 
模型 、 随 动 强 化 模型 、 线 性 强化 模型 、 窜 指数 强化 模型 、 理 想 塑 性 模型 和 刚 塑性 模 
型 。 下 面 分 别 加 以 叙述 。 

(1) 各 向 同性 强化 模型 ”在 这 种 模型 中 ， 材 料 硬 化 后 仍 保持 各 向 同性 ; 硬化 
后 届 服 轨迹 的 中 心 位 置 和 形状 保持 不 变 ， 只 是 大 小 随 变 形 而 同心 地 均匀 扩大 ; 显 
然 ， 该 模型 不 能 反映 Bauschinger 效应 。 其 应 力 – 应变 关系 如 图 6-18 所 示 。 
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(2) 随 动 强化 模型 ”该 模型 如 图 6-19 所 示 ， 材 料 从 塑性 段 的 某 点 B(o* ) 开 始 
HR, — H 2 20, 时 ， 就 认为 材料 开始 反 向 届 服 ， 以 后 按 塑性 加 载 段 规律 流动 
( 沿 与 АВ 段 一 样 的 硬化 曲线 4'B' 流 动 ， 曲 线 AB 与 4'B' 间 相距 始终 为 20 ) 。 材 料 在 
塑性 变形 方向 届 服 极限 增长 了 ; 而 在 其 相反 方向 屈服 极限 降低 了 。 因 此 该 模型 能 反映 
Bauschinger 效应 。 随 动 强化 模型 认为 后 继 届 服 在 塑性 变形 方向 做 刚性 平行 移动 。 
































BD' 与 BD 形状 相同 4BD1j4'B'D' 形 状 相 同 
图 6-18 各 向 同性 强化 模型 应 力 -应 变 关系 Р 6-19 ” 随 动 强化 模型 

(3) 线性 硬化 模型 ”这 种 模型 以 某 一 平均 的 直线 段 ABD 代替 塑性 曲线 段 ， 如 
图 6-20 所 示 ， 有 双 线 性 模型 ， 多 段 线性 模型 等 形式 。 


(4) 办 指数 强化 模型 ”在 这 种 模型 中 ， 以 某 一 平均 究 指 数 曲 线段 4BD 代替 塑 
性 曲线 段 ， 如 图 6-21 所 示 。 





© 








my 














m 
随 动 线性 强化 模型 
各 向 同性 线性 强化 模型 


随 动 每 指数 强化 模型 
ЖЕ Н] ЕЗЕН Ж И НОН 








图 6-20 ”线性 硬化 模型 图 6-21 ЖНА 


(5) 理想 塑性 模型 和 刚 塑 性 模型 ”这 两 种 模型 如 图 6-22 所 示 ， 均 认为 在 届 服 
之 前 ， 应 力 -应 变 关系 是 线性 变化 的 ， 届 服 后 ， 应 力 不 再 随 应 变 而 变化 。 区 别 是 刚 
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塑性 模型 中 ， 线 性 变化 段 的 斜率 为 无 穷 大 。 


oh т 


с; 











а) 理想 塑性 模型 b) 刚 塑 性 模型 (弹性 变形 很 小 ， 可 不 计 ) 
图 6-22 理想 塑性 模型 和 刚 塑性 模型 





对 于 上 述 材料 的 简化 模型 (图 6-23)， 为 了 分 析 问 题 方便 ， 总 希望 给 出 应 力 - 
应 变 的 数学 描述 〈 本 构 方程 ) 。 


g. 


% 





"f 





| 


af 





a) 理想 塑性 b) 刚 塑性 
图 6-23 简化 模型 


针对 图 6-23 所 示 ， 可 以 写 出 其 数学 描述 如 下 : 


с =kEe(c <o.) 


线性 强化 模型 


с=с,+ЕЁү(є-в„) (G >G.) 
_Ё=Ё 
加 载 








с. + Ере 


n 


ИЕШЕ 7Р6 
i р, n 是 材料 常数 (应 变 强化 系数 ) 
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上 述 的 几 种 模型 均 在 准 静 态 实验 数据 的 基础 上 a 
获得 。 对 非 准 静态 实验 ， 如 冲击 实验 ， 上 述 材料 模 
型 有 所 变化 。 如 图 6-24 所 示 。 Ё 

图 6-24 表明 ， 材 料 本 构 关 系 受 加 载 速度 影响 或 

受 应 变 率 影响 。 为 了 考虑 应 变 率 效 应 ， 对 材料 本 构 
关系 作 以 下 修改 。 


高 速 冲击 











с =P(0, +рє") (ARETE RORA El 29 |) 0 = 
式 中 , В 为 Cowper – Symonds 应 变 率 乘 子 ， 且 图 6-24 ”冲击 实验 材料 模型 
¿YP 
в=1+[ ©) 


IF, C. Р 为 Cowper – Symonds 应 变 率 系数 ， 对 低 碳 钢 ，C =40/s，P =5; 对 铝 材 
С =6500/s, P=4, 

对 于 实际 工程 问题 采用 哪 种 模型 ， 要 根据 具体 材料 和 研究 问题 而 定 。 

对 于 以 上 单 轴 加 载 情况 (一 维 应 力 空 
间 ) ， 其 弹 塑 性 特性 对 初始 屈服 (o = c.). 
后 继 届 服 (材料 之 硬化 规律 : 各 向 同性 硬化、 
随 动 硬化 、 线 性 硬化 、 窜 指数 硬化 ); 和 应 
力 -应 变 关系 (本 构 关系 ) 的 表征 均 很 直观 
明确 。 

下 面 研 究 如 图 6-25 所 示 的 复杂 应 力 状态 
下 材料 的 弹 塑性 特性 。 在 复杂 应 力 状态 下 
(多 维 应 力 空 间 ) ， 某 点 的 应 力 状态 由 六 个 应 
力 分 量 确定 ， 即 

lo) =! G O OTT yT 


或 应 力 张 量 : 











图 6-25 复杂 应 力 状态 下 材料 
的 弹 塑性 特性 


复杂 应 力 状 态 下 材料 的 弹 塑 性 特性 同样 包括 了 屈服 准则 、 硬 化 规律 、 应 力 -应 
变 关 系 以 及 点 的 应 力 状 态 (0 6-26). 

首先 讨论 点 的 应 力 状 态 。 针 对 上 面 的 应 力 张 量 wy ， 某 一 点 的 主 应 力求 法 如 下 
(图 6-27)。 
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图 6-26 复杂 应 力 状态 下 点 的 应 力 状态 图 6-27 茶点 的 主 应 力 


过 该 点 可 以 找到 三 个 相互 垂直 的 主 平面 ， 在 主 平面 上 
剪 应 力 r=0。 取 三 个 应 力主 方向 为 坐标 轴 ， 则 该 点 的 应 力 
状态 为 

o, 0 0 





八 面体 应 力 (图 6-28)， 义 称 为 静水 压力 ， 其 表示 形 
式 为 


6-28 八 面体 应 力 


Сз -了 (ai +9, +03) =- (©, +0,+0,) == 





Tg = + (al -oa) + (0) -03) + (03-01)? 





(с, -с,)? + (0, -0,) +(0,.-0, 2 +6(72, +т„ .+T2 ) 


оз 只 引起 体积 变化 〈 弹 性 ) ， 不 引起 塑性 变形 ; 而 rs 引起 塑性 变形 。 
等 效应 力 (广义 应 力 或 应 力 强度 ) 的 表达 式 为 








(с; -с,)? + (0с, -03)” + (с; -01)” 





(с, -с,)? + (ос, -0,) + (о, -о,)? +6(т2, HT, +T?) 


等 效应 力 o 之 特点 为 : 四 等 效应 力 并 不 代表 某 一 实际 面 上 的 应 力 ; OFA 
应 力 是 一 个 不 变量 ; (3 等 效应 力 是 引起 塑性 变形 的 主要 原因 ; J ое 
HEDRET ( 53 hu lu 8 UK 28) , 在 数值 上 等 于 拉 伸 或 压缩 应 力 о, 
T=0]o 

下 面 考虑 屈服 准则 。 

1) 基本 届 服 准则 。 对 于 单 向 应 力 状 态 ， 当 o =о,, 材料 开 始 届 服 (os 可 由 实 
验 曲线 求 得 )。 对 于 复杂 应 力 状态 ,材料 届 服 就 不 是 这 样 简 单 了 。 一 点 的 应 力 状态 
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由 六 个 应 力 分 量 确定 ， 显 然 不 能 任意 选取 某 个 应 力 分 量 的 数值 来 判断 受 力 物 体内 质 
点 是 否 进入 塑性 状态 ， 而 必须 同时 考虑 所 有 应 力 分 量 综合 的 影响 ， 即 需要 在 应 力 空 
间 来 考虑 这 个 问题 。 

应 力 空间 是 指 以 应 力 分 量 为 坐标 的 空间 。 

oj 一 一 九 维 应 力 空间 

оуу 95. 03—72) |8] 〈 主 应 力 空间 ) 

应 力 空间 的 每 一 个 点 代表 一 个 应 力 状 态 ， 某 一 屈服 应 力 状态 在 应 力 空间 中 为 一 
点 ， 把 这 些 屈 服 应 力 状 态 的 屈服 点 连 成 面 即 为 屈服 面 。 

用 数学 表达 式 描述 届 服 面 : 

f(01,02,03) =c 
式 中 , 了 称 为 届 服 函数 ; c 为 材料 常数 (由 实验 确定 )。 当 f(a, ca, as) <c 时 ,材料 
处 于 弹性 状态 。 当 fai，0,， оз) =c 时 ， 材 料 处 于 塑性 状态 。f( 0 ,0,, os) >c 不 
可 能 发 生 。 即 不 可 能 存在 超过 届 服 面 的 应 力 状态 。 

届 服 函数 也 可 在 应 变 空间 中 描述 ， 在 此 不 予以 讨论 。 简 单 地 说 ， 塑 性 理论 的 目 
的 就 是 寻求 届 服 函数 ， 进 而 研究 届 服 后 的 应 力 应 变 关系 。 在 工程 中 常常 使 用 的 届 服 
函数 或 者 屈服 准则 有 两 种 ， 特 雷 斯 卡 屈 服 准则 (Tresca) 和 米 塞 斯 (Von Mises) 
屈服 准则 。 米 塞 斯 屈服 准则 使 用 较 多 ， 对 大 多 数 金属 材料 来 说 ， 更 接近 实验 数据 。 
米 塞 斯 (Von. Mises) 届 服 准则 为 当 受 力 物 体内 一 点 的 等 效应 力 o 达到 某 一 值 c 时， 
该 点 就 进入 塑性 状态 ， 即 

1 


Sy) =0 =—/ (c, -с,)? +(0,-0,)? + (0, ao) +6( Tiy +Ty +72) =с 


Үл 






























































1 
S, =), оз) =U = (c; -0,)? + (9 -0з)? + (о; -0,)? =€ 


КРД 
AP, o 与 7。 有 关 ， 而 rs 是 引起 塑 变 之 主要 原因 。 
We 表示 材料 性 能 ,与 应 力 状态 无 关 ， 可 用 单 向 应 力 状态 求 得 (图 
6-29) 。 


于 是 有 Von. Mises 屈服 函数 : 
《ol -oo) + (=, -03)? + (ос; -01)” =20? 
或 


(с, -с,)? + (0, -0,) + (0, -о,)? +6(72, +T, +T2 ) =20? 
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图 6-29 


2) 强化 规律 (强化 届 服 面 ) (图 6-30)。 
化 届 服 面 )。 
D 等 向 强化 : 
所 ci) =0 = c>, 
IUP c 由 单 向 试验 硬化 模型 给 出 ， 
为 瞬时 塑性 应 变 之 函数 ， н. 
© 随 动 强化 : 


°з} 


初始 届 服 面 





强化 规律 有 等 向 强化 、 随 动 强 化 和 混合 


等 向 强化 





单 向 应 力 状态 


对 强化 材料 ， 需 求 出 后 继 届 服 面 〈 强 
强化 等 。 


ok 


Б 2 





Ќо; -9;) =c =, 
式 中 ，a 为 应 力 空间 移动 张 量 ， 
向 是 治 现时 应 力 点 的 法 线 方向 。 
@ 混合 强化 : 
所 ay 一 ay) =с(в„) >=, 


AF сє 由 单 向 试验 硬化 模型 给 





出 。 


мази // 7 
届 服 


РА 
ГА 





混合 强化 屈服 面 


图 6-30 强化 规律 


大 多 数 金属 材料 ， 届 服 面 的 强化 规律 是 等 向 强化 和 随 动 强化 的 组 合 〈 混 合 强 





化 ) 。 如 果 应 力 空间 中 应 力 方向 变化 不 大 ， 


使 用 等 向 强化 比较 合理 ; 而 在 循环 加 载 


中 或 出 现 反 向 届 服 的 问题 中 ， 采 用 随 动 强化 模型 更 为 合理 。 


下 面 简 述 加 载 和 仓 载 准则 (图 6-31)。 
态 出 发 是 
还 是 采用 弹性 本 构 关 系 所 必需 的 。 


b. 车 ?Adc <0 由 塑性 进入 弹性 秃 载 ( 


Plig = 
对 理想 弹 塑 性 材料 : 


加 载 、 印 载 准则 用 以 判别 从 某 一 塑性 状 


继续 塑性 加 载 还 是 弹性 印 载 ， 这 是 计算 过 程 中 决定 是 采用 弹 塑性 本 构 关系 
该 准则 可 表述 为 


Hao >0 继续 塑性 加 载 (df>0) 。 


df <0)。 


对 硬化 强化 材料 ， 中 性 变 载 
塑性 加 载 


(df=0)。 
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9с 
do (加 载 ) 
do 
GIR) D 
Т] 
强化 材料 理想 弹 塑 性 材料 


图 6-31 加 载 和 印 载 准则 


3) 弹 塑性 应 力 -应 变 关 系 ( 流 动 理论 或 增 量 理 论 )。 在 弹性 范围 内 ， 应 力 与 
应 变 存 在 着 一 一 对 应 关系 ， 即 广义 胡 克 定律 。 进 入 塑性 状态 后 ， 由 于 应 力 与 应 变 关 
系 与 加 载 历史 有 关 (历史 相关 性 )， 所 以 一 般 不 存在 应 力 与 应 变 之 间 的 一 一 对 应 关 
系 ， 只 能 建立 应 力 增 量 与 应 变 增 量 之 间 的 关系 。 这 种 用 增 量 形式 表示 的 材料 本 构 称 
为 增 量 理论 或 流动 理论 。 

在 加 载 时 ， 任 一 时 刻 的 应 变 增 量 | de| 由 弹性 应 变 增 量 |а, | 和 塑 应 变 增 量 
1de ,| 两 部 分 组 成 ; 














Idel = |а, | +4{ =, | (6-15) 
大 量 实验 和 理论 证 明 : 塑性 应 变 增 量 | de,| 的 方向 与 屈服 面 的 外 法 向 一 致 ， 
\4е,} «А12 (6-16) 
由 广义 胡 克 定律 : 
(ае, | =[D '1do| 
则 


42| =[D] 7! {do} {ез (6-17) 


当 应 力 矢 量 为 lol 时 , 届 服 面 为 
/\\с\|,с(в„)) =0 (6-18) 

当 应 力 从 lol 变 为 lol] + Ido) В, ЗЕЛ (е |е, | + [ае |, EB 
c 值 也 从 c 变 为 c+ dc， 则 新 的 届 服 面 为 

fio} +140}, c+de)=0 (6-19) 
由 式 (6-18) 和 式 (6-19) 有 

df=f( {o} + {40|}, с+ас) -f io}, с) =0 

根据 全 微分 法 则 : 
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{| ido] + Zac =0 
改写 为 
| y | Ido} +AA =0 (6-20) 
OE 
А oc А 
щу [D] 前 乘 式 (6-17) ， 并 利用 式 (6-20) 消去 {df| ， 得 到 


Га) [D] ide} = -M+ {着} ДЕЗ (6-21) 
由 式 (6-21) 可 求 得 和 A: 








把 代入 前 乘 [D] 后 的 式 T Бай нышаны: 
dø} =([D] -[D,]) {de} =[D,] | de] 
式 中 ,，[D,] =[D] -[D,] 称 为 弹 塑 性 矩阵 。 


o(s) {az} 10) 








ERE Р} Ж1НЛЕШ Н 4356, 
6.2.2 材料 非 线 性 有 限 元 方程 


1. 非 线 性 弹性 问题 有 限 元 方程 (图 6-32) 
单元 。 的 虚 功 方程 为 


Је ау = {8° Т (6-22) 


RH, е" ЕЛЯ, [6° 为 虚 节点 位 移 ; [ol 
为 应 力 ; {е} 为 应 变 ; Ifl = ff f. f," 为 节点 
HRE; 18} = |б,6,8,б,} 为 节点 位 移 矢量 。 
由 小 变形 可 知 
fe} =[V] {u} =[V][N(x, y, z)1{8} =[В]{8| Е 6-32 非 线性 弹性 问题 
le*}] =[B]18°] (6-23) 
将 式 (6-23) 代入 式 (6-22) 得 单元 平衡 方程 ; 
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[своја = 1 (6-24) 


将 非 线 性 弹性 本 构 方 程 : 
{o} =[LD.(e)]iel 
代入 式 (6-24) 得 


Гсв1"1р,(е) 0819/18} = (Л 


[К(5) 116 = if} (6-25) 
该 式 (6-25) 可 由 前 述 增 量 法 或 迭代 法 求解 。 
2. 弹 塑 性 问题 的 有 限 元 方程 
在 弹 塑 性 问题 中 ， 材 料 的 性 质 与 应 力 和 应 变 的 历史 有 关 ， 本 构 方程 必须 用 增 量 
形式 表示 ; 








djo} = [05° } {42} = [0° ] {de} 
ARPE pA — АН аа f. CARE | Afl ; 应 力 增 量 (До |; 应 变 
增 量 {Ав}, ИЖ m +1 步 后 的 载荷 ， 











а= 1 + ДИ 
位 移 : 

161 =1б}„ + 148) 
应 力 : 

[8] me = |o), + (Ас) 
应 变 : 

leima = 121, + Де 


将 它们 代入 式 (6-24) 有 
JiB Gon + 1Ас|)ау = (3, + {Af 
进而 有 | 
[ta] 11,4 - ifin + [В]'{Ас}ду = дл 


由 | [8] ie lb - 11, 20, 有 
frai" Ас} ау = {ду (6-26) 


Ао = [7 [puldlel 
=E (Ае) |As} (Ао 
=G |Aô} (45| ( {Ao} 
则 式 (6-26) 变 为 


{Ав} 为 非 线 性 ) 


Е] 
与 1A6| 为 非 性 线 ) 
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J1B1'GCA8)4V1A8] = {АЛ 


[K(A8) ] | A8} = (Ду (6-27) 
由 迭代 法 可 求解 式 (6-27): Ap 一 As 一 Ac。 
在 上 述 求解 过 程 中 ， 每 加 一 次 载荷 增 量 | Af| 均 需 判断 每 个 单元 所 处 状态 
(ЛШ, HI), 





6.3 几何 非 线 性 有 限 元 分 析 


前 面 讨论 的 问题 均 基 于 小 变形 假设 。 它 包含 了 两 个 方面 的 内 容 : 一 是 假定 物体 
所 发 生 的 位 移 远 小 于 自身 的 几何 尺度 ， 在 此 前 提 下 ， 建 立 单元 体 或 结构 的 平衡 方程 
时 可 以 不 考虑 物体 的 位 置 和 形状 (简称 位 形 ) 的 变化 ; 因此 分 析 中 不 必 区 分 变形 
前 和 变形 后 的 位 形 ， 即 以 变形 前 位 形 描述 变形 后 的 平衡 位 形 。 二 是 假定 在 变形 过 程 
中 的 应 变 可 用 一 阶 微量 的 线性 应 变 进行 度量 ， 即 应 变 与 位 移 成 一 阶 线性 关系 。 

工程 中 会 磁 到 很 多 不 符合 小 变形 假设 的 几何 非 线性 问题 ， 主 要 包括 : 中 小 应 变 
大 位 移 (或 大 转动 )， 大 位 移 小 应 变 几 何 非 线性 ; ORME (有 限 应 变 ) ， 有 限 变 
JÉ (大 应 变 ) 几何 非 线 性 ;3 结构 稳定 性 (小 应 变 、 小 转动 ) 。 


6.3.1 大 位 移 (大 转动 ) 小 应 变 几 何 非 线 性 


分 析 梁 单元 和 板 单 元 在 大 位 移 小 应 变 下 的 几何 方程 (应 变 - 位 移 关 系 ) 。 
1) 大 挠 度 梁 单元 (图 6-33): 























са! 


图 6-33 ”大 挠 度 梁 单元 
ЕЛЕ w 引起 的 应 变 . 


dx= (ds) + (Sea) =dx Ji ($) 


由 二 项 式 展开 定理 : 
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dx = + 
挠 度 w 在 梁 中 性 轴 引 起 的 附加 应 变 : 


H eel 


ЕН w 引起 的 弯曲 应 变 : 
























































el = -zi 
dx 
拉 伸 位 移 w 引起 的 应 变 . 
u _ du 
* dx 
则 深 单 元 内 的 应 变 : 
_Чи Фо М 1 w) l ы 
` dx dx? 2 (ах 
2) 大 挠 度 板 单元 (图 6-34): У о 5 
т 3u _ дш 1 (до Y 
* дх gx 2 \дх Ox 
Р w Fw 1 | 
y ду ду? 2 (ду = Ë 
О 
_ ди F др _ дш дид 
Ye ay ðs ахду  ƏxƏy 图 6-34 KRERET 
3) 大 位 移 三 维 体 单元 : 
el дү aj 
* Ox 2 дх дх дх 
s = +> | Ë ә a 
ay 21\ду ðy ðy 
e =L] w), wY, ðw ] 
z oz 2 д2 д2 д2 
_ до М ди Е ди ди др др ðw ðw 
Yo = ах ду дх ду дх ду дх ду 
_ дю до Р ди ди до дәр ðw ðw 
Ys = ду 02 д2 ду 02 ду д2 ду 
_ ди n ðw Г ди ди до дәр дю ðw 
Ya = 0z Ox дх д2 Ox 0z Ox Oz 


同样 ， 


写 出 小 变形 单元 的 虚 功 方程 : 


[alslTlolay = a 1811 
RP, ае таа) 为 微小 虚 应 变 和 微小 虚 位 移 ，|o| 为 应 力 列 阵 。 
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对 于 小 变形 情况 ， 应 变 和 位 移 的 关系 可 写成 增 量 形式 : 
dfe} =[В]4\8| 
代入 虚 功 方程 ， 得 单元 平衡 方程 
Соу) = [[В] 114и - Ifi =0 (6-28) 


不 论 是 大 位 移 还 是 小 位 移 ， 式 (6-28) 都 适用 。 
对 线性 问题 的 有 限 元 : 
{e} =[B] {8}, lo) =[D] {e} 
方程 (6-28) 为 
| 8]"[D][B]drlsl - ifi =o, 
Bp 
[K] {8} = (7 (6-29) 
IN (6-29) 为 线性 方程 组 
对 小 变形 几何 非 线 性 问题 ， 应 变 和 位 移 的 关系 是 非 线 性 的 ， 因 此 , 方程 (6-28) 
中 的 [B] 是 8 的 函数 ， 为 方便 ， 可 写成 : 
[B] =[B,] +[B,(8) ] (6-30) 
RP, [B] 作为 线性 应 变 分 析 的 矩阵 项 与 |6} 无 关 ; [B,] 是 大 位 移 应 变 和 矩阵 
项 ， 它 与 16| 有 关 ， 是 非 线 性 引起 的 。 一 般 来 说 ，[B,] 是 6 的 线性 函数 。 
对 大 位 移 小 应 变 问 题 ， 应 力 - 应变 一 般 为 线性 的 ， 即 {с} =[D]|e|。 通 常 方 
程 (6-28) 用 牛顿 - o 因此 需 建 立 |dy(56) 上 和 {4б} 间 的 关系 ， 
由 式 (6-28) 取 |) 的 微分 ,得 


la) = | aaricldar+ | [B]"{do}av (6-31) 
їй 
{dø} =[D] {de} =[D][B] 14| 
由 式 (6-30) 
[а в] =[dB,] 
代入 式 (6-31) 得 
lay} = | [4В,]'{е} + [К]|4б} (6-32) 


[K] = | [B]"[D][B]av = | [B + B,]"[D][B, +B,]dV = [K,] + [K,] 


[K] = ][в,]'[р][В,]4 
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[K,] = [CLB,]°LDILB,] + [B] [D][B,] + ГВ, [DILB,1)dr 


AP, [Ко] 为 小 位 移 的 线性 刚度 矩阵 ; [K] HAMEEN, E (6-32) 右边 第 
一 项 可 写成 如 下 形式 : 


f ua]rielday = [K,]148] 


由 几何 刚度 矩阵， 于 是 式 (6-32) 为 
[dyi =([K,] +[K,] +[K,]) {dô} =[K,] 1 dó) 
IP, [Kz] = [К] +[ К] +[Ki] 为 切线 刚度 矩阵 。 
由 牛顿 - £i ЗА, пй: 
(A8), = -[K,] [yl, 
{A8} np = 18,1 +146, | 


6.3.2 大 变形 (有 限 变形 ) 几何 非 线 性 


对 于 大 变形 几何 非 线性 问题 的 有 限 元 分 析 ， 结 构 的 位 形 随 加 载 过 程 不 断 变化 。 
因此 ， 必 须 建立 参考 位 形 ， 来 表征 其 变化 过 程 。 

1. T.L 和 U.L 列 式 

目前 ， 基 本 采用 两 种 不 同 表达 格式 〈 列 式 ) 。 

1) 力学 变量 和 运动 变量 参考 于 初始 位 形 ， 即 在 整个 分 析 过 程 中 参考 位 形 保持 
初始 位 形 不 变 ， 这 种 格式 称 为 完全 的 拉 格 朗 日 格式 ( 列 式 ): Total Lagrange 或 
T. L. JIR, 

2) 力学 变量 和 运动 学 变量 参考 于 每 一 载荷 或 时 间 步 长 开始 的 位 形 ， 即 在 分 析 
过 程 中 参考 位 形 是 不 断 地 更 新 的 ， 这 种 格式 称 为 修正 的 或 更 新 的 拉 格 朗 日 格式 
( 列 式 ) : Updated Lagrange 或 U. 工 . 列 式 。 

为 了 实现 上 述 两 种 列 式 描述 结构 变化 过 程 ， 必 须 建 立 两 个 坐标 系 ， 并 对 两 种 描 
述 格式 予以 定义 。 X3 x3 A 


设 运 动物 体 中 的 任 一 点 在 ! = 0 
时 刻 (初始 位 形 ) 的 空间 位 置 用 笛 Т 











卡 儿 坐标 系 的 一 组 坐标 成 来 表示 ， 
而 点 在 上 时 刻 的 空间 位 置 用 一 组 坐标 A 
x 表示 (图 6-35)。 o) % а 
则 Хз 
Xi =x,(X,, t) (6-33) 
Н BH НУК, Аа х. 
初始 坐标 。 








В 6-35 点 在 上 时 刻 的 空间 位 置 


114. 有 限 元 方法 及 Midas 软件 在 汽车 结构 分 析 中 的 应 用 é 





X,=X,(x, t) (6-34) 
使 用 欧 拉 描述 ， 自 变量 为 现时 坐标 。 
如 果 对 于 物体 内 所 有 点 都 能 给 出 这 样 的 方程 ,那么 整个 物体 的 运动 也 就 确 
定 了 。 
式 (6-33) 表示 一 个 物体 从 初始 状态 所 占据 的 区 域 VW 到 现时 (t 时刻) 状态 
所 占据 区 域 V 的 映射 。 假 设 物体 运动 和 变形 是 时 间 的 单 值 连续 函数 ， 则 这 个 映射 
是 一 一 对 应 的 。 即 在 У, 内 各 处 有 








дх| дх, 0xi 

ðX, ӘХ, ӘХ, 

0х, OX, Ox, 20 6.35 
= ӘХ, ӘХ, ӘХ, а 

OX3 OX, дх; 

ӘХ, ӘХ, ӘХ, 








式 (6-35) ЖИРЫ ЕРЕК (Jacobbi 矩阵 ) ， 其 中 5 为 变形 梯度 。 

2. 格林 (Green) 应 变 与 阿尔 曼 西 (Almansi) 应 变 (186-36) 

考查 初始 状态 中 的 微 面 元 048， 坐 标 分 量 为 dX,、5X,， 现 时 状态 微 面 元 变 为 
оа, 坐标 分 量 为 dx,、6x,， 则 它们 之 间 的 差别 为 


dx,óx, — dX ,0X 


-l 


如 果 微 面 元 在 变形 过 程 中 仅 做 
刚体 运动 ， 则 表示 初始 状态 和 现时 
状态 具有 相同 形状 ， 即 无 应 变 ， 就 
是 说 式 (6-36) 右 端 项 恒 等 于 零 ， 
因此 可 以 取 这 个 因子 为 应 变 度 量 。 
由 此 得 出 格林 应 变 张 量 的 定义 : 
(598 6) 6-3) 
асос зш. 
格林 应 变 是 以 初始 状态 作为 参 


dx,óx, — dX .óX, 
КЕЗ 态 i i i i 局 然 
考 状 ‚ахх ° Ž® 

















OX Oxy 
9X,X, 





Хз, xs À 


图 6-36 


- s, ахах, 


(6-36) 





О = 





格林 应 变 与 阿尔 曼 西 应 变 


这 是 拉 格 朗 日 描述 。 同 理 可 得 阿尔 曼 西 应 变 张 量 定义 : 


(6-38) 
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А 、 dx,óx, — dX 8Х, 、 
阿尔 曼 西 应 变 张 量 是 以 初始 状态 作为 参考 状态 ， 一 一， 显然 ， 这 是 
欧 拉 描述 。 格 林 应 变 和 阿尔 曼 西 应 变 均 为 应 变 的 变形 梯度 表示 法 。 


下 面 比较 应 变 的 变形 梯度 表示 与 弹性 力学 中 应 变 的 位 移 梯 度 表 示 法 








(Cauchy) 。 
拉 格 朗 日 描述 的 位 移 矢 量 : 
U, =х,(Х,, t) -Х,, 变形 梯度 == za 
欧 拉 描 述 的 位 移 矢量 为 
Па 0, А чы. (6-39) 


将 式 (6-39) 分 别 代 入 式 (6-37)、 式 (6-38), Í 
1 (ди. ди, ðu, ди, 
Е. = i : 
OREA 
_1(ðu; ди, _ дщ, ðu, 
“p= 2 (ðx; ш дх, Әх, 0х; C090 


式 (6-40) 和 式 (6-41) 是 分 别 以 位 移 ， 表示 的 格林 应 变 张 量 和 阿尔 曼 西 应 
变 张 量 。 而 大 家 在 弹性 力学 中 熟知 的 柯 西 应 变 张 量 为 


1 (ди; ди; 

аа 
上 面 的 讨论 对 变形 的 大 小 未 加 任何 限制 ， 仅 是 假设 了 两 个 坐标 系 ， 显 然 也 应 适 
合 小 应 变 下 的 柯 西 应 变 张 量 。 比 较 发 现 ， 它 们 比 柯 西 应 变 张 量 增 加 了 等 式 右 端 项 的 
最 后 一 项 即 高 阶 项 ， 且 当 小 应 变 (小 变形 ) 假设 满足 时 ，X,、x; 不 再 加 以 区 分 ， 则 

它们 可 退化 为 柯 西 应 变 张 量 ( 即 忽略 高 阶 项 ) 。 

3. 欧 拉 (Euler) 应 力 、 克 希 霍 夫 ( Kirchhoff) 应 力 和 拉 格 朗 日 (Lagrange) 应 力 

(1) 欧 拉 (Euler) WJ (P хі 
西 应 力 ) ” 如 图 6-37 лу, 281 
时 刻 物 体现 时 状态 内 有 一 个 有 向 面 
元 n,A4， 该 面 元 受 力 A7T,， 则 该 面 元 

АТ, ат, 


(6-40) 

































































的 应 力 矢 量 t) = шүү = а ° 如 

果 这 个 面 元 与 另外 三 个 垂直 于 坐标 Р _ 
轴 的 面 元 构成 微 四 面体 ， 则 由 平衡 Хә, 
条 件 有 Жуй 


be =T;n;, 或 Т, = T; n dA 
(6-42) 图 6-37 KKH 
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Ф 





AP, т, =7; 称 为 欧 拉 应 力 (或 柯 西 应 力 ) 张 量 ， 它 表示 现时 状态 上 的 应 力 ， 是 真 
实 应 力 。 但 在 大 变形 几何 非 线性 问题 中 ， 现时 状态 的 边界 尚未 确定 ， 也 只 有 当 问 题 
完全 解 毕 后 才能 确定 。 故 采用 欧 拉 应 力求 解 几何 非 线 性 问题 困难 较 大 。 
(2) 拉 格 朗 日 (Lagrange) 应 力 ” 如 果 用 初始 状态 作为 参考 系 ， 并 用 初始 状态 
的 有 向 面 元 WA4。 来 定义 应 力 和 撩 量 ， 则 面 上 的 应 力 矢 量 为 
{7 = ee 
Ad0-0A4， ЧА, 
式 中 ， 力 矢量 AT, 作用 在 变形 后 现时 状态 的 面 元 n,A4 上 。 同 样 ， 用 初始 状态 的 面 
元 WA4 与 另外 三 个 垂直 初始 坐标 轴 的 面 构成 微 元 四 面体 ， 由 平衡 条 件 可 得 
dT, = > N .dA, (6-43) 
式 中 ， 了 ,是 由 九 个 应 力 分 量 构成 的 应 力 张 量 ， 称 为 拉 格 朗 日 应 力 。 由 式 (6-43) 
可 知 ，d7,; 是 现时 状态 力 矢 量 ， 而 Wd4, 是 初始 状态 参量 。 因 此 ， ;不 是 真实 应 
力 ， 而 是 一 个 名 义 应 力 张 量 。 








由 关系 式 
т.п.аА = У N dA 
可 得 
ðX 
È =J— T; (6-44) 
дх, * 


为 拉 格 天 日 应 力 与 欧 拉 应 力 关 系 。 
初始 状态 定义 问题 的 边界 条 件 完 全 可 确定 ， 过 ,容易 计算 。 但 过 ,为 不 对 称 张 
量 ， 对 有 限 元 分 析 不 利 。 
(3) 722745 < (Kirchhoff) 应 力 ”为 利用 二 ,的 优点 ， 克 服 其 缺点 ， 定 义 克 和 硕 
霍 夫 应 力 ; 
ӘХ, 1 9X, 9, 
Sm = н = “ж. öx, Ti 
式 (6-45) 为 对 称 应 力 张 量 。 有 时 也 称 S, 为 第 二 类 Piola — Kirchhoff 应 力 张 量 ， 称 
У, ,为 第 一 类 Piola - kirchchoff 应 力 张 量 。 
单元 虚 功 方程 : 
[охда + | =. ау — | aand- 人 ands=o0 
RP, o 为 柯 西 应 力 。 
单元 有 限 元 方程 : 
[оммауя, ‚|, Brody -| РУУ -人 Маз = 0 
AP, 5, 为 单元 节点 加 速度 矢量 ; o” = [oc o TO тт, 775 ( 柯 西 应 力 和 撩 量 ); N 


为 形 函数 ; В 为 应 变 和 矩阵 ; р 为 质量 密度 ; / = Sl: 单位 质量 体力 矢量 ; r = 
[hht]: 面 力 矢量 ; VV, 为 单元 现时 构 形 的 体积 。 


(6-45) 
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A 
imee И oN NdV 
得 
e T T T z 
Гаја, + | Brodv -| pN'fav - | N'ids = 0 
单元 组 集 后 得 


[М]{х()} =P(x, i) -Ё(х, х) 
AF, [M] 为 总 体质 量 矩 阵 ; (00) 1 为 总 体 节点 加 速度 矢量 ; P ЭАК AR 
量 〈 由 节点 载荷 、 面 力 、 体 力 等 形成 ) ; 不 为 单元 应 力 场 的 等 效 节 点 力 矢 量 (RE 
应 力 散 度 ) 组 集 而 成 。 
即 





r= > | В'сду (n 为 单元 总 数 ) 


6.4 接触 问题 有 限 元 分 析 


6.4.1 引言 


在 某 些 工程 结构 中 ， 结 构 系 统 由 几 个 非 永久 性 连 在 一 起 的 部 件 组 成 ， 这 些 部 件 
之 间 的 力 靠 它们 接触 、 挤 压 甚 至 冲击 来 传递 。 在 力学 中 称 为 接触 问题 。 

工程 中 常见 的 接触 问题 有 : 齿轮 的 路 合 、 轴 承 与 轴 之 间 的 作用 、 火 车 车 轮 与 轨 
道 接触 、 车 辆 轮胎 与 地 面 接触 、 汽 车 悬 架 板 簧 及 汽车 撞击 等 。 


6.4.2 接触 问题 的 特点 


(1) 接触 问题 的 特点 

1) 边界 条 件 在 加 载 过程 中 变化 ， 且 为 未 知 (如 接触 面积 未 知 ， 接 触 面 的 压力 
分 布 未 知 等 ) 。 

2) 状态 非 线性 或 边界 非 线 性 (载荷 与 变形 关系 与 接触 状态 或 边界 状态 有 关 ) ; 

3) 接触 面 本 构 规律 复杂 。 接 触 面 压力 与 接触 面 的 变形 及 接触 面 摩擦 力 相 关 ， 
接触 面 的 摩擦 定律 非常 复杂 ， 涉 及 静摩擦 因数 和 动 摩擦 因数 ， 与 接触 体 材料 、 接 触 
面 光滑 度 和 润滑 条 件 等 相关 。 

Д) 控制 方程 建立 一 约 东 变 分 原理 。 

我 们 知道 ， 变 形体 虚 位 移 原理 为 

fo \в}!{е|4у = аал 








可 写成 
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óU -8V =0 
或 以 变 分 原理 的 形式 
ФП =8(0-У) =0 


式 中 , = |e)" o aV 为 系统 应 变 能 ;= 1а" |] 为 外 力 势能 ; U = U - V AZ 


统 势 能 ; П=П ((ш|), Пд и А2 ра, RPEN (ш ЭЗЕН lu). 

对 接触 问题 ， 应 用 变 分 原理 ， 寻 求 一 组 位 移 1 (或 加 接触 力 14). BER fik 
ЖУЗУНЕ П (dul) (或 修正 势 ) 取 驻 值 ， 并 满足 接触 边界 条 件 Ciz} =0， 即 为 约 
束 变 分 原理 。 

(2) 两 种 解法 

1) 拉 格 朗 日 乘 子 法 : 








H=U(u)-V(u) 
C(u) =0 
iz 
I° =m +À C(u) 
令 5I ”=0 可 求 的 出 真实 ju| 和 A 和 ( 实 为 接触 力 矢量 )。 
如 求 二 次 函数 : Z =2x? -2xy+y +18x +6y 的 极 值 ， 且 约束 为 x -y=0。 
由 拉 格 朗 日 乘 子 法 ， 得 Z ` =z+À(x-y)=x, y, Ào 这 种 算法 方程 自由 度数 
增加 。 
2) 罚 函 数 法 : 
П =U(u) -V(u) 
С(и) =0 


I° = П + afc" Cu) (и) 


NF, a 为 罚 因 子 。 
Н 50° =0 可 求 1 。 当 a 一 % ，|u| 一 真 解 ， 同 时 方程 自由 度数 不 增加 。 


6.4.3 接触 问题 分 析 求 解 


接触 问题 主要 分 析 接 触 体 在 外 载 作用 下 的 位 移 、 应 力 场 等 及 接触 边界 状态 和 接 
触 力 。 为 此 ， 必 须 解决 四 个 方面 的 问题 : 中 物理 模型 ， 即 采用 何 种 模型 来 描述 两 接 
触 体 之 间 的 力 的 传递 以 及 不 同 载荷 下 接触 状态 的 变化 。@ 几 何 运动 规律 ， 找 出 在 接 
触 面 上 ， 两 物体 位 移 必 须 满足 的 条 件 。@ 本 构 规律 ， 找 出 在 接触 面 上 力 与 位 移 或 压 
力 与 切 向 力 之 间 的 关系 。@) 建 立方 程 与 求解 方法 ， 如 何 建立 数学 方程 描述 以 上 各 规 
律 ， 以 及 如 何 求解 该 方程 。 

1. 物理 模型 

在 弹性 力学 理论 中 ， 主 要 用 Hertz 弹性 接触 理论 来 解决 接触 的 问题 。Hertz 于 
1881 年 研究 了 两 个 光滑 弹性 体 的 接触 压力 和 变形 (图 6-38)。 假 定 接触 物体 只 



































$ 
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生 弹 性 变形 ， 并 服从 胡 克 (Hooke) 定理 ， 接 F 
触 面 的 尺寸 与 接触 物体 表面 的 曲率 半径 相 比 很 
小 ， 则 接触 区 域 为 一 椭圆 ， 接 触 椭 圆 区 内 各 点 
的 接触 压力 按 半 椭 球 规律 分 布 。 且 接触 椭圆 尺 
寸 、 接 触 变 形 和 接触 压力 可 由 公式 表示 。 
实际 工程 中 的 很 多 接触 问题 并 不 满足 赫兹 


理论 的 条 件 。 例 如 : 
动 接触 ， 两 物体 间 存 在 局 部 打 请 的 滚动 接触 ， 
因 表面 轮廓 接近 而 导致 较 大 接触 面 尺 寸 的 协调 





接触 面 间 存 在 摩擦 时 的 滑 7, 


图 6-38 两 个 光滑 弹性 体 的 接触 
压力 和 变形 


接触 ， 各 向 异性 或 非 均 质 材料 间 的 接触 ， 弹 塑 
性 或 务 弹 性 材料 间 的 接触 ， 物 体 间 的 弹性 或 非 弹性 撞击 ， 受 摩擦 加 热 或 在 非 均匀 温 
度 场 中 的 两 物体 的 接触 等 。 此 时 就 需要 有 限 元 模型 。 在 有 限 元 模型 中 ， 主 要 有 节点 
对 接触 模型 、 点 — 面 接触 模型 和 面 - 面 接触 模型 三 种 。 

(1) 节点 对 接触 模型 (point -to – 
point contact) (1 6-39) ”这 种 模型 假 
































设 两 接触 体 在 接触 面 划分 同样 网 格 ， 
ARAE Gi), Bum C К 


力 通过 节点 对 传递 ， 





黏合 : stick 


此 时 由 节点 对 的 


相对 关系 ， 可 以 判断 接触 状态 为 ———— F 
7 


黏合 + 滑动 : stick + sliding 


分 离 : open. 
这 种 模型 的 优点 是 直观 、 简 单 、 图 6-39 节点 对 接触 模型 





易于 编程 ， 缺 点 是 对 于 复杂 接触 面 形 状 ， 网 格 一 一 对 应 的 要 求 不 易 做 到 。 在 考虑 摩 
探 滑 移 时 ， 最 后 的 控制 方程 是 非 对 称 的 ， 给 求解 带 来 很 大 困难 ， 特 别 是 大 型 工程 接 





触 问题 的 计算 。 











(2) 点 - 面 接 


由 模型 (Point -to — surface contact) (图 6-40) ”这 种 模型 中 ， 








在 接触 面 上 ， 主 动 体 网 格 中 的 一 个 节点 与 被 动 体 任意 一 点 (不 一 定 是 网 格 ) 相 接 





触 。 其 优点 是 两 接 
程 可 转化 为 对 称 的 ; 











由 体 可 根据 自身 情况 划分 网 格 ， 在 考虑 摩擦 请 移 时 ， 最 后 控制 方 


其 缺点 是 方法 复杂 、 编 程 困难 。 





(3) 面 - 面 接 


中 模型 (surface — to — surface contact) ”与 第 二 种 模型 相似 ,但 





是 较 点 — 面 接触 更 真实 、 更 复杂 。 
2. 几何 运动 规律 
找 出 在 两 接触 体 的 接触 面 上 的 节点 自由 度 间 应 满足 变形 关系 。 
3. 建立 有 限 元 方程 
(1) 接触 边界 条 件 ” 对 节点 对 模型 (图 6-41)， 在 接触 边界 上 节点 一 一 对 应 ， 
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主动 体 (或 接触 体 ) 
master body 
(contact body) 








被 动 体 (或 目标 体 ) 
slave body 
(targe body) 








图 6-40 点 - 面 接触 模型 





接触 力 通过 节点 对 传递 。 在 4 体 上 建立 节点 局 部 坐标 系 xyz (z 为 内 法 线 方向 ) 。 
将 方 点 对 上 的 局 部 坐标 差 定义 





为 间隙 矢量 ， 
h] =) 
H 





(ri f -| 图 6-41 节点 对 模型 

接触 边界 条 件 可 分 为 三 类 : DF (open): r,>0; QÑ (stick): r. =0， 
Ar, = Аг, =0 (法 向 无 间 险 ， 切 向 无 滑 移 ) (А: 为 迭代 增 量 ); OW (sliding): 
r =0，Ar, 关 0，Ar, 950 (法 向 无 间 除 ， 切 向 有 滑 移 ) 。 

由 此 ， 可 得 接触 边界 条 件 表 达 式 : 

















FR: 

Fia +1АЛ = {fls+ Дь = 10} (6 个 方程 ) 
粘 式 : 

{АЛ = -{АЛ„ (节点 对 力 增 量 ) 

6 个 方程 

Аш, = -1Adj， (节点 对 位 移 增 量 )] (6 TA) 
滑 移 : 

Au; = Аи,, 

{АЛ = -1АЛЬ (6 方程 ) 

fa + АЛА =u( Fz, +Afz)cos Ө (j=x, y) 
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| Au, 
RH, ө лап, 
Ди, 


(2) 接触 有 限 元 方程 ”对 两 接触 体 的 每 个 个 体 ， 利 用 虚 位 移 原理 (图 6-42). 
对 4 体 
ЧЕМ 


对 B 体 
u, L š 
GR | -| NW 
uc), Uc), \ "Өн (БЫШ, RAD 


АН 
综合 得 y L. СЎЛ 


Pi 0 | , d 
0 [K], u, i Л. 


Мы k. 


( 6-46) 
将 接触 边界 条 件 分 别 代入 式 〈6-46) ， 可 得 最 终 控制 方程 。 接 触 边 界 条 件 的 代 
入 可 有 两 种 方法 ， 一 种 是 直接 代入 ; 另 一 种 是 接触 单元 法 (可 把 一 个 节点 对 处 理 
成 一 个 接触 单元 ) 。 
(3) 接触 单元 
1) p-to-p 接触 单元 (图 6-43): 
waq; ||, [| 


Un Ui 





Е 6-42 虚 位 移 原理 














图 6-43 p-to-p 接触 单元 
图 6-43 中 ,节点 T 和 J 可 以 重合 。A 为 节点 TT 和 J 的 间 际 (gap), p-t-p 有 
三 种 状态 : 
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(D It (Closed & Stick) : 
ulf l > lF] 
式 中 ,为 摩擦 因数 ; /为 正 压 力 ( 沿 nn 方向 ),， f. =k, (и-и - А), ЖФА, 为 
法 向 接触 刚度 ; /为 滑 移 力 ( 沿 ;方向 ), f. =k. (ugua), HP k, XH po F fik 
刚度 。 


写成 如 下 形式 : 
И.) f, 
Ung i = x 
[k,] z = -f = | 有 /| ，p 一 to -Pp 接触 单元 刚度 方程 
Un = f. 
其 中 
k, 0 -k 0 
0 k, 0 -k, _ 
[k] =a 0 K o [TOD AATRE 


0 Б k, 0 k, 
@ Ж (closed & sliding) : 


elh = 1А 
单元 刚度 矩阵 为 
0 0 0 O 
0 k, 0 =k, 
ЫЛЕ Р б ж 
0 -k O k, 


@ 开 式 (open): 225, TATARER. WME 6-44 给 出 接 

触 单元 力 与 位 移 变 化 规律 。 由 图 6-44 可 知 ， 接 触 问题 是 非 线 性 问题 ， 需 要 用 迭代 
法 进行 求解 。 
Jah 








0 


ua nA 
ka 


图 6-44 ”接触 单元 力 与 位 移 变 化 规律 
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2) 点 - 面 接触 单元 (point -to — surface contact) (图 6-45)。 
二 维 问题 : 三 节点 单元 刚度 方程 。 








Г, ] вуш r= 47 
и; Í 
三 维 问题 : 五 节点 单元 (图 6-46) 。 

и, fı 

u| | 

Гк, ]5ш (= 1 

и, Í 

Un) V, 





























/ Nj 
A 
1 
НАТ 


图 6-45 点 - 面 接触 单元 图 6-46 五 节点 单元 


3) 面 - 面 接触 单元 。 





8728 Mias SESA) Seyir] 


7.1 薄板 静 力学 分 析 


正方 形 薄 板 (97-1) 边 长 1=2m， 厚 度 h=0.01m， 四 边 固 支 。 薄 板 弹 性 模 量 
已 =200CPa， 泊 松 比 人 =0.3。 板 中 心 受 垂直 集中 载荷 Q =400N 作用 。 试 采用 有 限 
元 方法 求 板 中 心 挠 度 并 与 理论 解 对 比 。 

1) 打开 Midas 软件 (本 例题 采用 国际 单位 制 ， 图 7-2) 











醒 型 类 型 
OD 
®© 
O fin 

单位 系统 





重力 加 速度 [g) 9.80665 | rusec"2 
Ф 





图 7-2 打开 Midas 软件 
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2) 单 < 双 > 击 选 几 何 图 形 (图 7-3)。 











输入 一 个 前 点 


位 置 | 24 
方法 | 绝对 值 xy v 
回 生成 面 


лн [лл 几何 组 [Л 司 口 
图 Сти ][ йв) Ea 


b) АЖ ЖЛ F f 5 c) 输入 矩形 右上 和 角 点 


输入 一 个 角 点 
位 置 
方法 ЗНА x, y 
生成 面 

































































图 7-3 建立 几何 图 形 


3) 定义 材料 (图 7-4)。 














深 加 / 修 改 材 料 
名 称 pati 
Alloy Steel 各 向 同性 -线性 
结构 
анта | 2е+011 | Nm 
ЖЕ 05 
a) 修改 材料 b) 输入 材料 参数 


图 7-4 定义 材料 
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4) 定义 单元 属性 (Fd 7-5). 


创建 /修改 2D 特 性 





显示 20 | CFD2D 
| 曲面 | 平面 应 变 | 轴 对 称 


shel 颜色 ОМ 



































1: Айсу Steel v 








整体 直角 Мм 


添加 /修改 





Ож 





ЕЕ 
回 均匀 厚度 
基本 函数 





TIT 








T3 




















非 结构 质量 

















包 合 自转 自由 度 






































a) 添加 “2D” 属性 


图 7-5 定义 单元 属性 
5) 划分 网 格 (图 7-6)。 


7A? “уй Es 2D->3D 


зо É 重新 划分 网 格 


b) 输入 2D 单 元 厚度 














a) 使 用 “2D"* 网 格 





















































生成 网 格 ( 面 ) 区 | 高 级 选项 
合并 节点 
ЕЛЕ [НӘ [БЕЛЕ а) Се 
же 1е-008 
选择 了 1 目标 BAZA 
大 小 方法 精确 快速 
Оі 01 ‹ 0 1 
1: shell 
























































自动 网 格 (2D) 
确认 职 消 适用 
i 生成 几何 中 间 节 点 
ТЕРЕ ТЕЕ) 
HAPHE 
回 每 个 网 格 独立 注册 
取消 


b) 设置 单元 厚度 “0.1” 





c) 设置 单元 高 级 选项 
图 7-6 划分 网 格 
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6) 施加 约束 (图 7-7)。 


aeta Е азва 
Tet Ж 自动 ЖЕНШ 
в 器 管理 ея 
„Бай неге | БИНЕ 
ЛЕ йй 
а) 定义 “约束 ” 















































u pa 


RIF 





























E 
m ITL] 





Hakk 无 转动 


固定 
F А] [| c) 84 3EJEDU КЛИ А 
ЖН 


m m шы 各 8 (5) 


4) 选择 约束 条 件 为 “国定 ” 





















































e) 定义 好 约束 后 的 有 限 元 模型 
7-7 施加 约束 
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7) 施加 载荷 (图 7-8) 。 


[2E] 


名 称 жал 
目标 
类 型 | 节点 


> ЖЕТІ 目标 


















































载荷 类 型 
"ӧл Л 


参考 目标 - 
@@ 类 型 тж | 


из М 参考 业 标 系 [шия M 


за 


орм [ a 






































0 








-400 


Cem |Z ”CCC 


a) 选择 年 形 中 心 节点 b) 输入 Z 向 施加 力 *400N” 


















































с) 施加 载荷 后 的 有 限 包 模型 
图 7-8 施加 载荷 
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8) 递交 分 析 (图 7-9)。 


琛 加 /修改 分 析 工 狐 


分 析 工 况 设置 











__ 8] sre 
子 工 况 设置 





==] >J 激活 组 
eS 








网 格 
默认 网 格 组 
自动 网 格 ep) 




















еве |-| | вана 








Саа) 
а) ЖАРТ b) ЕТ TUURE 


图 7-9 递交 分 析 


9) 弹出 求解 界面 (图 7-10)， 计算 完 毕 后 窗口 自动 关闭 。 





DRES 
3 项 分 析 工 况 
af 


Es: о 
导出 шк; 
打开 结果 文件 
关闭 结果 文件 


导入 分 析 结 果 . . . 
Em же ЛУТА... 


HE 518... х 
1 一 最 复制 

MFR 

重 命名 




















图 7-10 求解 
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10) 后 处 理 (图 7-11)。 


导入 分 析 结 果 








[Г] AT3EFTZUPETSFCJEZCZJ7E СУ] 
回 R2 PRE s ëtJRE(SPC)Fz 7716 ГУ) 
Оез 节点 单 点 约束 (SPO) 友 力矩 Cv) 


@ C:\Documents and Settingswk, ， 
аиа її Гїл, 
E- 地 plate center. оа. 线 .. 


























жаа [ 确认 J 取消 
a) 石 出 “线性 静态 ” 单 < 双 > 击 “ 导 入 分 析 结 果 ” b) FA“ PIEM” 
图 7-11 后 处 理 


11) 变形 云图 (图 7-12)。 


@ C:\Documents and Settingsxk.. 

日 她 分 析 工 襄 
日 好 plate _ center_load : Ж.. 
a тане 5 gp | 


> У š 











a) 右 击 "线性 静态 "下 :“ 总 平 动 位 移 " 点 < 双 > 击 “云图 ” 
7-12 变形 云图 


° 
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e°. 
















jj 无 操作 (0) шј | 大 让 = !@ Шу @ @ Р das NFXZZ] 
NODAL DISPLACEMENT 
TOTAL , m 
+4. 926200e-004 
1.5% 
+4. 515684e-004 
3. 0% 
+4.105167е-004 


图 3.48 


+3.634650e-004 
| | 4.99 

























+3. 284134е-004 
4.4% 
+2. 873617е-004 





b) 位 移 云图 
图 7-12 ”变形 云图 (2) 
12) 应 力 云 图 (图 7-13) 。 








[хе о) в] JRR RROA # 


ELL STRESS 

VON MISES TOP/BOT , N/m°2 
+T 435857e+006 

0. 6% 

+6. 817304e+006 
0.6% 

+6. 198751 e+006 


@ 0.6% 


+5. 5801 98е+006 
B 1.7% 
+4. 961644е+006 


ВЕ 


+4. 348091 е+006. 
H 2.2% 





`3. 724538e+006 
ЕЕС 


图 7-13 应力 云图 


13) 输出 结果 数值 (7-14), 
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析 取 结果 








plate _ceriter _Icad w] 
AAEH Eal 
Armm w 

















[2] 5125825 (必需 1: 过 单元 顶部 (出 2 万 其 表面 : 


Baia 








Ою ese 


Dag fW) 多 步 又 等 值 面 | Aad елат 


9 РЕ 
ap 线 上 图 2 个 反 力 总 和 J © 


# х) (2 Ms 


























ORA Qg ORADE 
a 
а) HASRA” b) <W AT”, >? 
Ho 单元 x Y z REHE СРЖ) 节点 1 区 点 2 








c) 表格 
图 7-14 输出 结果 数值 


第 7 3 Midas 软件 静 力 学 分 析 实 例 433 ` 





析 取 结果 
输出 数 白 


ТЕЕ plate_center_load 
结果 目录 位 移 


数据 总 平 动 位 称 (v) 




















Г: 数据 
КНН (必需 ) ; 总 平 动 位 移 (v) 














选择 全 部 取消 全 部 
AS 








名 步骤 OTA ч 


O Ase Е GD 

- 节点 结果 析 取 ii з 
全 用 户 定义 

| 407 290 389 373 372 371 370 355 354 353 35| 

排序 Eae л 


JRA IRA 


a 




















DRAHA 














E 
e) 排序 


REHE (HE) 























aaa 





f) 表格 
图 7-14 输出 结果 数值 (Ж) 
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14) 自动 生成 报告 (图 7-15)。 
sss | TE l | 
ПОЕ т | 图 流体 二 || 回 图 阅 加 节点 平均 |> Е 
Мн nhen ë |Ese- | 回 值 ”全 部 单元 J кё ас 
P “алюр SEE- ГА аА а ® 
高 级 畦 殊 结 果 Bailar 辅 且 
100A ©- @- ОЕ К: ce Q m 8: 15 2 





Еее 
选择 分 析 王 况 


Sr Tin 
步骤 
МЕ 
模板 C'PROGRAM FILESWIDAS МЕХ апо [ZZ 
视点 





plate_ceanter_load 


线性 静态 (必需 ) 




















ЗШЛИ 














b) Т 
7-15 自动 生成 报告 


3 
2. ， 计 算得 w = – 0. 000489216, 


Од 
– 0. 0056 < 其 中 ， r 











理论 解 : 
有 限 元 结果 : 4. 9262е -4。 
悬臂 梁 静 力 学 分 析 (7-16) 
受 均 布 载荷 q =10kN/m 作用 ， 求 深 左 端 截面 的 应 力 和 深 右 
分 别 使 用 梁 单元 和 体 单 元 来 建 模 。 
， 泊 松 比 为 0. 3。 


1.2 
ЖОР ИЛЕП Ж, 


端的 挠 度 并 与 梁 理 论 解 对 比 。 
已 知 : L=3m, E=196GPa 


q=-10kN/m -一 


悬臂 梁 静 力学 分 析 











图 7-16 
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模型 类 型 


7.2.1 梁 单元 求解 
分 析 过 程 : a 
1) 打开 Midas 软件 (本 例题 采用 国际 单位 Оз 
制 ， 图 7-17)。 单位 系统 一 
2) 单 < 双 > 击 选 几何 图 形 (07-18). 
3) 定义 材料 (图 7-19)。 
4) 定义 属性 (图 7-20)。 








图 7-17 分 析 设置 




















30] 




















几何 组 -1 т ШЕ ЛАЗЕ 1 Я 
[确认 Ca ] [适用 [їй J 取消 |[ EE] 


b) 输入 起 点 、 终 点 
图 7-18 单 < 双 > 击 选 几 何 图 形 



































琛 加 /修改 材料 








D 正 交 异 性 ， 
3D 正 交 异性 











3 各 向 异性 
yatt (CFD) 
ЕЕ (CFD) 
刚体 























关闭 





图 7-19 定义 材料 





136 


有 限 元 方法 及 Midas 软件 在 汽车 结构 分 析 中 的 应 用 



















































































































































































йт | 杆 |e [лр 
= 1| 名 称 1D 特性 | 颜色 М 
材料 я 6 
截面 面积 0| т^ 
нЕ 
и oj 2 oj n2 0 
单位 m4 
扭转 常量 0 m% 
扭转 应 力 系数 от 
asa ОЕ 
前 切面 积 因子 
к 0 K2 0 
自 竟 切中 心中 性 轴 偏 置 
Уу Ofm T от 
EHRE.. 
截面 特性 
考虑 部 分 特性 计算 材料 数据 
截面 无 
а) 添加 “1D* 单 元 b) 选择 * 杆 "单元 





截面 特性 
器] 考虑 部 分 特性 计算 材料 数据 














х 





БАЕФ 


ojm 


可 








EP x 











с) 自行 输入 “截面 ” d) 选择 礁 面 形状 为 ~ 本” 














x 




















dl 
ром! эў! 
ШЕШ; 
оа —z 











е) A BË ñi Г 
图 7-20 定义 属性 


saammet 
olm 


0 








п 
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5) 划分 网 格 (图 7-21)。 






































. Osa i 国 | 
方向 [单元 Y 轴 ) 
ZY E 2D->3D -= 
зо ЁЁ 重 新 划分 网 格 -特性 - 
dem — u 3A 
m | |= 
自动 生成 1D 网 格 ваа сесии 
а) 选择 “1D” 方 式 b) 选择 直线 设置 单元 划分 数量 为 “10” 
ET] ls me || @) 新 建 任 务 
OFRER < 坐标 系 
s ТРЕ 
=-Л ЖШ 
зі 材料 
=-НЁ 特性 
6/1 l] 
i m beam ( 杆 ) 1 1] 
— RJ [0] 
-= -®)3р [0] 
нв EÇ [0] 
-HB 未 定义 [0] 
=@ 几何 
= ©т 网 格 控制 
由 - Ө 网 格 
зя 接触 
£ 连接 
田 单元 参数 
E 荷载 边界 条 件 。 分 析 和 结果 








c) 显示 梁 单 元 形状 
图 7-21 划分 梁 单 元 网 格 及 显示 形状 
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6) 施加 约束 和 载荷 (网 7-22) 。 


















































约束 : 
选择 了 1 НЕ 
HE 无 转动 
| manapi PAENT A 
Жез Хва 
жвае Две аа TE 














hFa Ел 


确认 ЕН || EA | 
жаш m... 














ЖЕЙ: 








O Fig 
pm ЕЙ (| ©й- ®- 918 





лл 














10 ёл 
选择 了 10 目标 




















[шу + ан 下 全 部 几何 (Р) шіт = ROOF 



















































































d) 选择 全 部 10 个 单元 ， 定 义 方向 、 大 小 e) 施加 载 佑 后 的 有 限 元 异型 
图 7-22 施加 约束 和 载荷 
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7) 递交 分 析 (图 7-23)。 





























添加 /修改 分 析 工 况 Е 
分 析 工 况 设置 
标题 beam 
求解 类 型 线性 静态 S) 分 析 控制 输出 控制 ËB 
分 析 工 况 模型 子 工 况 设置 
所 有 组 回回 激活 给 
Ë Fw ЕГ Fš = h вних ож) 
555 边界 条 件 默认 网 格 组 B) 类 型 : 线性 静态 
S fix 自动 网 格 (n) m S 边界 条 件 
日 ише £S єх 
$ distribute = Sk 表态 载荷 
X яв Š distribute 




















т || | ае |+ ЗНАЕ... 


ЕР юз J 适用 ] 























图 7-23 递交 分 析 





8) 求解 (7-24), 
























































@ 新 建 任务 
日 地 分 析 工 况 
= == prepa СЕЛ Я 
П 2 Doml oads Ф 2 restored. nfx 
mH R | Әр фаш. 
打开 结果 文件 ea tils аР эб 
© 
关闭 结果 文件 Е ОШ restored. nfx 
—h<x ¿ 图 片 收藏 Oplate. nfx 
导入 分 析 结果 A ДУ? plate сепег load nfr 
ži ... К plate_com. nfx Е > 
о | | ga 3 БЫР ЧАНЫ т: аа NFX 求解 器 
i —— Ô 1_restored_restored.nfx (Bplate_mode_restored.nfx 
复制 请 等 待 midas NFX 求解 器 正在 运行 … 
文件 名 加 : [beam 保存 ON 
э теш. [sas i j Са) 
a) 布 击 工 况 ， 单 < 双 > 击 "求解 ” b) 结果 文件 名 с) ЖЛ 





图 7-24 求解 
9) 后 处 理 (图 7-25)。 





人 о) г ЕССЕ 


тл. DrSPLACERENT 


@ C:\Documents and Settings\k. 
a ML 
日 地 beam : 线性 静态 
oR ЗЕ 2235) 
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зимата. 





ntaoeroo 


à A. ш [| ad6er009 
эх 

— м wana 

Гала е 

















а) 位 移 云图 
图 7-25 后 处 理 


.s... 
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° ө 





FADAR 


杆 单元 应 办 











耳 杆 单元 A 端 轴 向 应 办 
Т тади 

лай јул) 

ТЕЕ Айе БЕ 71 

杆 单元 A 端 F 点 应 办 

a= 


杆 单元 扭转 应 力 
М тд ҺЛ 
М Айтуу 
杆 单 : ЕД 


@ C:\Documents and Settings\k. 















тг PERRIER 
Я о Ña bean : 线性 静态 елак 

= pr Ерата 
EE í 
CHA ав 
5 mmmn CE Pree [ee 
Ka В Uphay mej = = 
Ка 村 单元 8 庙 Z 向 前 切 力 == нш т» шн 
















[Ye (ë = | @ 88 | @ @ | #' nidas NFXZ | 
BAR STRESS > 
A MAKINA , Nm 2 
+9, 259259е+007 
4 %ч 
+e. 407654е+007 
4. 8 
+7. 716050е+007 


| | 9.54 
+6. 944445е+007 








m 4.84 
+6. 172840е+007 


ВЕ 


+5.401234е+007 
ВЕС 
+4.629620е+007 


ЕЕ 


b) 应 力 云 图 
图 7-25 后 处 理 (Ж) 


根据 梁 单元 理论 ， 梁 的 找 度 计算 公式 为 





_ 4 
“8 页 
梁 固定 处 的 最 大 应 力 为 
_Mh 
ЕГ 


带 入 数值 ， 可 得 梁 的 挠 度 为 0.01185$449m， 应 力 为 9. 259259 x 107Pa。 
从 有 限 元 计算 结果 能 够 看 出 ， 梁 的 变形 为 1.185449e m, 应力 为 
9. 259259e7Pa。 显 然 ， 梁 单元 非常 准确 地 计算 出 了 梁 的 变形 和 应 力 。 


7.2.2 体 单 元 求解 
1) 打开 Midas 软件 (本 例题 采用 国际 单位 制 ， 图 7-26) 。 
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显示 全 部 
隐藏 全 部 
显示 全 部 几何 体 
隐藏 全 部 几何 体 
显示 全 部 网 格 
口 轴 对 称 隐藏 全 部 网 格 


单位 系统 移动 工作 平面 


显示 /隐藏 导航 р 
显示 全 部 导航 
重力 加 速度 (9) | 980665| пузес^2 а ааыа 
显示 全 部 标志 
确认 取消 隐藏 全 部 标志 
a) 分 析 设 置 b) 隐藏 全 部 导航 
图 7-26 打开 Midas 软件 


2) 单 < 双 > 击 选 几何 图 形 (图 7-27)。 


模型 类 型 















































3D 








= ZX [WX] 
ZEY [WY] 
AE [H] 








































































































а) ЖЕНА И" — 切 输 入 梁 的 儿 何 尺 十 
中 的 箱 形 


图 7-27 生成 几何 模型 














3) 定义 材料 属性 (图 7-28). 














3) JE) s 
























各 向 同性 
2D EOS 








ЗО 正 交 异性 
3D 各 向 异性 ni жна 
流体 (CFD) Na Amme (атаман) | 


固体 (CFD) saa | ТЭ 
пи 
зена 
текмат 
зшен 














E т 


Ё 7-28 定义 材料 属性 
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4) 定义 3D 单元 属性 (图 7-29) 。 














实体 | 夏 合 实体 [crD ap| 


ай | ot) меа ШМ 








材料 ТЕБЕН v 
材料 坐标 系 整体 直角 М 























确认 

















b: 
图 7-29 ЕХ “зр” 单元 属性 


5) 3D 网 格 划分 并 生成 有 限 元 模型 (图 7-30) 。 








ЁЗ (ГЕ [20230 








а 选择 了 1 目标 








大 小 方法 





®х® | 











Оза! 
加 自动 
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==——— 
жа Е 





特性 





























7 组 中 


自动 网 格 (3D) 





1D 2D 























确认 y 取消 























а) 选择 “3D” 划 分 b) 选择 几何 ,输入 单元 大 小 


图 7-30 3D 网 格 划分 并 生成 有 限 元 模型 
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ВЕЕТ 























с) 年 成 网 格 а) 有 限 元 模型 
图 7-30 3D 网 格 划 分 并 生成 有 限 元 模型 (Ж) 


6) 施加 约束 和 载荷 (图 7-31) 。 
约束 : 










































































固定 RÈ 无 转动 


== © & 5 


确认 || 取消 | 







































































а) 选择 “约束 ” 。 b) 选择 约束 日 标 ( 最 左 端 所 有 节点 ) с) ЖИА ЖЕЧИ” 








ойи +е®р® P 





КЛ ВЕ 






















































































d) Л e) 施加 约 来 后 的 有 限 元 模型 
图 7-31 施加 约束 和 载荷 
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Дз Š € ай lma 
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f) 选择 载荷 为 “ 力 ” 
















































































选择 了 595 目标 


























Osh 














































































































荷载 组 MRA 










































































h) 施加 载荷 后 的 有 限 元 模型 
图 7-31 施加 约束 和 载荷 (Ж) 
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7) 递交 分 析 (图 7-32) 。 


分 析 工 况 设置 
юз [вая 
RESE [BEBE М] юри 


SiIRWDS тїй 
жиш Е БЫ тш 





E нен E 





=o mk 
ЕЕ 
G 自动 网 格 (30) 


T ESTEI J 
DAP: tits 


FAR 


у 优化 











创建 "|| юн RAKAAT.. | 
HLR ' Wu, || 取消 EL] 





图 7-32 递交 分 析 





8) 求解 (7-33). 


分 析 和 结果 ах 











条 目 | 号 йа 
@) C\Users\youthking\Docum.. 
Би 4717 











请 等 待 ! midas МЕХ 求解 器 





























模型 ”荷载 边界 条 件 “分析 和 结果 АЕ 


7-33 求解 


ee. 
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9) 后 处 理 (图 7-34) 。 


@) Ci\Users\youthking\Docum.. 





日 地 分 析 工 况 
ES 体 单元 : 线性 静态 
ЕШ 线性 静态 (必需 ) 
Ë E 一 
0) 实体 单元 VON МЇ... 云图 
-部 实体 单元 安全 因子 显示 表格 
删除 
重 命 名 


b asro — - JRR ао 





NODAL DISPLACEMENT 
TOTAL , т 


+1, 18033467 
5.44 
E 081973671 
5.8% 
+9. 83611Зе—! 


+3, 85250те-—! 
т.94 
вбере 














а) 变形 云图 
@) C:AUsers\youthking\Docum.. 
HADR 
=й force : 线性 静态 
PEI 线性 静态 (必需) 
7 总 平 动 位 移 (V) 
-o EE n SIRI 
“部 实体 单元 安全 因子 





























01 еее) " *-| (8 (8 = | | @ @ Р midas МЕХ] 
Б? 50110 STRESS 
VON XISES , H/m 2 








b) 应 力 云 图 
图 7-34 后 处 理 





从 上 面 有 限 元 计算 的 结果 可 以 看 出 ， 挠 度 变形 为 1. 180334 х 107? һа, MIN 
9. 912502 x 10"Pa， 与 理论 计算 得 到 的 深 的 挠 度 0.01185449m， 应 力 9. 259259 х 
107Pa 基本 吻合 。 
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7.3 车 架 静 力学 分 析 




















图 7-35 为 茶 车 架 结 构 简 图 。 车 架 纵 梁 为 柳 钢 (开口 向 内 ， 且 左右 纵 梁 形 心 之 


不 
间 的 间距 为 850mm) ， 横 梁 均 为 工 字 钢 ， 左 右 对 称 ， 其 尺寸 如 图 7-35 тул, ER 
材料 的 弹性 模 量 为 200GPa， 泊 松 比 为 0.3， 密 度 为 7840kg/m 。 





4 一 4 放大 





4000 























图 7-35 某 车 架 结构 简 图 
ТЕ: 刚 板 厚 6. 5mm。 





























1) 求 简 支 边界 条 件 下 〈 以 前 、 后 轴线 处 为 支撑 位 置 ， 图 7-36) ， 该 车 架 左 右 
侧 纵深 受 垂直 均 布 载荷 q =10kN/m 作用 时 的 挠 度 。 






123(CID=1) 


123(CID=1) 


7-36 某 车 架 受 力 简 图 




















2) 约束 车 架 后 轴线 上 的 节点 ， 在 车 架 前 轴线 处 左 、 右 侧 节 点 分 别 施加 于 
上 、 向 下 的 载荷 下 =0.1kKN， 如 图 7-37 所 示 。 计 算 前 轴线 处 车 架 扭 转角 度 。 





ЕЕ In] 
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1.00—001 





123(CID=1) 






123(CID=1) 


图 7-37 某 车 架 受 力 简 图 


7.3.1 用 梁 单元 计算 某 车 架 均 布 载荷 下 的 挠 度 


1) 打开 Midas 软件 (97-38), 单 < 双 > 击 【 程 序 】 一 【分 析 模 式 】。 
2) 新 建 一 个 文档 (图 7-39)， 设置 模 型 类 型 和 单位 系统 (采用 国际 单位 制 ) 。 


模型 类 型 
@s 
О 
Ох 


单位 系统 











重力 加 速度 (g) 9.80665 | misec"2 








图 7-38 打开 Midas 软件 图 7-39 选择 单位 制 





3) 在 图 形 区 单 击 鼠 标 右键 ， 选 择 【 隐藏 全 部 导航 】( 图 7-40)。 
4) 单 < 双 > 击 【 工 具 】， 选 中 【GCS 三 角 标 】( 图 7-41)。 





显示 全 部 
айе 
显示 全 部 几何 体 
隐 蕊 全 部 几何 体 
显示 全 部 网 格 
隐藏 全 部 网 格 


移动 工作 平面 IFODA atak тя 
SRR [Z] тт I| 分 析 和 结果 
m 特性 M 任务 面板 V| Ee 
| 输出 [d сс M 选择 工具 条 
Жай 




































































图 7-40 在 图 形 区 选项 “隐藏 全 部 导航 ” 图 7-41 “工具 ”项 选 “GCS 三 角 标 ” 





5) 单 < 双 > 击 【文件 】 一 【导入 】 一 【导入 CAD 文件 ]， 导 入 Midfas \ 
Frame_ line \ CAD \ frame_ line. igs 文件 (图 7-42)。 
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ы нега) SADT охна GAB 
атануы ы} Dr 30 (本 要 JD) 
DANA- 导入 DNF ютннайан 
@зайхыланскев и) 105_MENU_IMPORT_NASTRAN FILE: OSR 209 
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GAMETA IGES (Up to 5.3) Files (к. igsi* iges) M 取消 
ешп. Палжлжпя) 
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Б | гт Д шлан JER ЕЯ яй 
apps 默认 材料 
ни 














-一 一 一 Зл. 
ETTI | 


图 7-42 几何 图 形 导 入 文件 
6) 单 < 双 > 击 【 网 格 】 一 【材料 ] ， 定 义 材料 属性 〈 图 7-43 ) 。 


Пека ёсе == > + 
4 ШИ +. талой 。 动态/ 传 热 (CFD 分 析 ӨШ 
7 ar 
2 зр 3 
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# ёа a Bl Q < C @ + |l t 2-9 5 8 






























е1 

















类 型 
各 向 同性 -线性 





Alloy Steel 











图 7-43 ”定义 材料 属性 


7) 删除 Alloy Steel 材料 属性 ， 创 建 各 向 同性 材料 (图 7-44)， 弹 性 模 量 : 
200GPa， 泊 松 比 : 0.3， 密 度 : 7840kg/mi’ 。 





x ELA ay ма r 
C | 
C к= ) 
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|C 














图 7-44 定义 新 的 材料 属性 
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8) 单 < 双 > 击 【 特 性 ]， 定 义 单元 属性 (图 7-45) ， 设 置 槽 型 和 工 字 型 截面 
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c) ж Н ТЯГ 4) EX ТИТ 
图 7-45 ”定义 单元 属性 
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9) 划分 网 格 (图 7-46) ， 分 别 对 车 架 纵 梁 以 及 横梁 赋予 材料 和 单元 属性 ， 单 
元 大 小 为 0.0lm。 


ЖЕРИН (SE) 
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а ЕРЕ 
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生成 


а) 选择 "1D* 网 格 生成 











b) 选择 日 标 
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c) 选择 图 示 曲 线 划 分 网 格 






















































































太 小 方法 
ее 方向 (单元 Үй) 
方向 (单元 Y 轴 ) 
SERE (0,0,1) „Ыз сй 
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特性 on 选择 方向 
EO [e ZE 
回 直接 输入 
自动 网 格 (1D) м 
Б ш) (вл ar JE] Le 
d) 选择 日 标 e) 参数 矢量 设置 


7-46 划分 网 格 
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k? 
f) 选择 出线， 划分 X 
ЖЕРИЙ (Ж) [ЁЗ 
自动 号 85-8 | 
а 选择 目标 а EE 
大 小 方法 大 小 方法 
回 太 小 Оз | ®хъ 加 分 天 
方向 (单元 7 四 ) 方向 (单元 Y 轴 ) 
ЖЕЛЕ ЖЕБЕ. (0,0, -1) FERE (0,0,1) 
FHE 特性 
2: 1D 特性 
за к, 网 格 组 自动 网 格 (1D)-3 ~ 
БШ ш) (Сех) (аав Је) ) | | Б ш) С )[ mis ëm J (= 
g) АТОН DRE CE FAD h) 选择 日 标 


N 
N 


i) ЖЕЛШ ҖИЛ ИЕ 
图 7-46 划分 网 格 (Ж) 


10) 显示 模型 1D 特性 (图 7-47)。 
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有 |3 |l |} [жа 号 Ime, 
BF nidasA rana line\CAE\frane lina п. (© F widas frame line CAB N frame linen. 

B 坐标 系 s = 255 

bi 工作 平面 = ўй 工作 平面 

pe 基 礁 s L. mt 

в 材料 = ш ны 

由 特性 = HE 特性 

# @ na = ш 0] 

由 ç 网 格 控制 A u 特性 Ф =— 
® Спе влш ев Ф 2 Еа 
由 Б; 

aE эр [0] 
oi 单元 参数 























By жешн 分析 和 结果 











图 7-47 显示 梁 截面 特性 
11) 单 < 双 > 击 【 静 态 / 热 分 析 】， 施 加 约束 和 载荷 (图 7-48) д =10kN/m。 


















































= | 
约束 -1 
节点 М 
条 件 
固定 HE 无 转动 
g 4 = рр Yi A A 5 
玫 态 / 热 分 析 а CEDi 


Tet Ж нр 
вар Sas 
Ж.) Фе 














ЯН DEEE] 








EE 司 图 
ag 














a) 施加 约束 
图 7-48 施加 约束 和 载荷 





有 限 元 方法 及 Midas 软件 在 汽车 结构 分 析 中 的 应 用 





154 

















































































































































































































和 新 5 结果 IR __ _______ 
` AL Щщ з ® #£ 1 жун Шалва 
K a Ba Bš w ОШ ас 
办 根据 结果 创建 从 入 全 单元 
ERE : 
b) AFER ir 
R 
7 
k, заан [EEA 
x Е) С ][ mi 
d) 单 < 双 > 击 双 纵 梁 c) РЕН 
Желе 
名 称 зрела -1 
目标 
类 型 AD 单元 ` 
g 选择 了 1350 目标 
OnE 
| k 
f) 定义 载荷 后 的 有 限 元 模型 





e) 设置 力 方向 、 大 小 
图 7-48 施加 约束 和 载荷 (Ж) 
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12) 分 析 工 况 设置 (图 7-49)。 


югалта. 











分 析 榨 制 ашы 
子 工 况 设置 








= W 线性 静态 ия) 
В 类 型 :总 性 静态 





беге ге є 
н не вай 





Л 一 
ш жеш 
гэл хт 828 : 

结果 ae [Сэн (ат. 


asss 分 析 






































图 7-49 添加 分 析 工 况 
13) 求解 (图 7-50) 。 


aidas НЕХ К Еа! 











D => 2 F ес = 








1 














CRI 取消 


图 7-50 求解 
14) 隐藏 几何 模型 ， 双 击 结果 ， 显 示 云 图 (图 7-51)。 


































































































= их uu s 
ELI s |e 条 目 | 号 |же | 
国 F:Amidas A £rane_line CAE але Ліпе m. (б) F: Awidas гапе line CAENÉrene linen. 
由 人 坐标 系 四 + 坐标 系 
由 工作 平面 ag 工作 平面 
®-Д› > 基准 
в 材料 в 材料 
а НЕ 特性 а HB 特性 
=@Лїї s @ AA 
® S+ 网 格 控制 -RO 几何 组 -1 
= РИ © һе 
DR 接触 @ 网 格 
连接 = š 接触 
田 -其 单元 参数 连接 
29 单元 参数 
Ц жёшлат потат |B кеша 。 分 析 和 结果 
a) 单 < 双 > 击 “模型 ” b) 反选 几何 织 


图 7-51 显示 云图 
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ы 
K > h 7 
©. S. Z Й 
x 
с) WÉZE 


7-51 显示 云图 (Ж) 


7.3.2 用 梁 单元 计算 某 车 架 扭 矩 作 用 下 的 扭转 角度 


1) 打开 Midas 软件 ,， 单 < 双 > 击 【程序 】 一 【分 析 模 式 】( 图 7-52) 。 
2) 新 建 一 个 文档 ， 设 置 模型 类 型 和 单位 系统 ， 采 用 国际 单位 制 (图 7-53)。 


模型 类 型 
© 
Ow 
O 轴 对 称 


单位 系统 











MN-m-kg-sec-J 

















各 办 加 速度 (9) 9.80665 | т/вес^2 














图 7-52 打开 Midas 软件 图 7-53 ”分析 设置 








3) 在 图 形 区 单 击 右键 ,选择 【 隐藏 全 部 导航 】( 图 7-54)。 

4) 单 < 双 > 击 【 工 具 】， 选中 【GCS 三 角 标 】 (图 7-55)。 

5) 单 < 双 > 击 【 文 件 】 一 【导入 】 一 【导入 CAD ХЖ], ФАЛ Midas \ 
Frame_ line N CAD \ frame_ line. igs 文件 (图 7-56) 。 
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显示 全 部 


































































































ARER 
显示 全 部 几何 体 
ПАЛЕ 
显示 全 部 网 格 
Be ap apa] 
移动 工作 平面 
ла , — 
显示 全 部 导航 Сайт іт L IR | 
Е N| 模型 贺 荷载 边界 条 件 [F] 分 析 和 结果 
= 圆 特性 贺 неті F| Е 
显示 全 部 标志 W 输出 М GK5 三 角 标 М 选择 工具 条 
隐 恋 全 部 标志 ГЕТ 
图 7-54 选择 “隐藏 全 部 导航 ”选项 图 7-55 “工具 ”项 选 “GCS 三 角 标 ” 


查找 范围 加 


[So 


E Ог» 








De tq ciee = ө = = 











ELE A 导入 所 选 文件 中 的 几何 或 FE 模型 
Tq aa |, pazo- 
sa 打开 (0) 9 sacarana Ñ 
120 пя телна ET 
u REO 导入 DXF 2D 文 件 到 当前 项 目 
чыте ы} DxF3D (RIED) 
Bi 另存 为 (A)-- 导入 DXF 3D 文 件 到 当前 项 目 
保生 由 本 文档 并 以 新 名 字 作 名 пез) DS_MENU_IMPORT_NASTRAN_FILE: 015 3 EAS 
SAG IDS_MENU_IMPORT_NASTRAN_FILE_DESC : D| s=: 20% 
Ы 导入 折光 文件 А 
EEA 
问 输出 激活 窗口 t 
ухо 
mE 
@ Жааны Els na 














模型 长 度 单位 


XBH 








6) 单 < 双 > 击 【 网 格 】 一 【材料 】， 


frome line. igs 


v 








IGES (Up to 5.3) Files (к. 











iesi* iges) Z| 





口 以 R 读 方式 打开 ®) 


重新 使 用 目前 模型 | 
边界 条 件 
默认 材料 








图 7-56 导入 几何 模型 









































RO = 
ла | БЫ | SSSR КБНЫН ән 
L Db SS u P E фу: 
材料 ”特性 Сее "s= 0 20 зр I 
Et 控制 生成 
+162 e EBI Q < C ü + El p. p. 9 8 Z 








Aloy Steel 

















Æl 7-57 


定义 材料 属性 


的 分 析 信 息 


жй 接触 эти 


导入 选项 .， 全 部 重 置 





定义 材料 属性 (图 7-57)。 
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有 限 元 方 : 


去 及 Midas 软件 在 汽 





车 结构 


分 析 中 的 应 用 





7) 删除 Alloy Steel 材料 属性 ， 创 建 各 向 同性 材料 (图 7-58), 
泊 松 比 : 0.3, WE. 


200СРа, 








7840ke/m` 。 











类 型 
各 向 同性 -线性 
















ETE 
| 20 正 交 异性 
| зр 正 交 异性 
| зо 各 向 异性 
| 流体 (CFD) 

E cro) 
| 刚体 


























各 向 同性 


юе 


























S| | 线性 зч: | 超 弹 性 | 温度 依存 








17-4PH, H1100 
41511020 

2911060 

А5304 SS Annealed 
АБ 31055 

АШ 4105$ 
AISI_steel_1005 
AISI_Steel_1008-HR 
1574340 Annealed 
AISI_Steel_Maraging 
Alloy Steel 

Cast Аюу Steel 

Cast Carbon Steel 
Cast Stainless Steel 
Chrome Stainiess Steel 
FC2s0 

Galvanized Steel 


结构 
инш 
киш 
REER 
ag 
езж 
на 
发 热 因子 


安全 计算 因子 


2e11 | Nm2 
03 


7840 | kgim3 








弹性 模 


失效 理论 








Inconel_718_Aged 








SiSteel_PH15-5 




















w) 
图 7-58 ”修改 材料 属性 


8) 单 < 双 > 击 【特性 ] ， 定 义 单 元 属性 (图 7-59)， 























设置 模型 和 工 字 型 截面 











Bad 























网 格 т 
默认 尺寸 ， 
g 5 } 叶 匹配 基准 
XS 抑制 
Е PH Miliar 
| me am | 控制 





а) 创建 “41D” 特性 
7-59 定义 单元 属性 


é 第 7 章 Midas 软件 静 力 学 分 析 实 例 _. 159 


























































































































































































































创建 7 修改 1D 特 性 
[aa |E [Ezi] 
= 1] а 1D 特 性 | 颜色 E м 
材料 二 各 向 同性 M| 
截面 面积 0 | т^ 
面积 算 
H ор o| n2 0 
Pi отч 
нета 0 | тч 
Етра 624 от 
单位 长 度 非 结构 质 
Ë 0 | кот 
前 切面 积 因子 
K1 Ü K2 01 
自前 切中 心中 性 灿 偏 秆 节点 到 前 切 中 心 
Y Olm z 0] >. 
02 
应 力 恢复 
截面 特性 
器 考虑 部 分 特性 计算 材料 数据 
М] =s. x 




















确认 取消 ЕН 
b) 创建 “村 ”特性 
































节点 到 前 切中 心 
DY 











DZ 




















d) BER THART CED) 
图 7-59 定义 单元 属性 (8) 





9) 划分 网 格 〈( 图 7-60) ， 分 别 对 车 架 纵 梁 以 及 横梁 赋予 材料 和 单元 属性 ， 单 
元 大 小 为 0. 01m。 
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生成 网 将 (FE) 
















































































El ERES 
大 小 方法 
加 大 小 ОЭ! 
方向 (单元 Y 轴 ) 
SERE (0,0,1) 
мыннын AFPR ан ове ~ 
Е 4 A К | Ёэ20->з0 = 
| р | 20 зр EMH = = 
Ë = aar [л )[ mia [сеш [> 
а) 设置 单元 大 小 为 “0.01” 





2 
k? 
b) 选择 曲线 ， 进 行 划分 X 


88-8 
а 











大 小 方法 

加 大 小 Ола 
方向 (单元 YHD 
参考 矢量 (0,0,1) 5 Го з= 
























ЕЕ ЖЕЛЕ 


1 D 特性 я (в) 
кын 自动 网 格 (ID) = 
asam Сл Сва Ја ) (=) 


















































d) 选择 曲线 ， 进 行 划 分 


7-60 划分 网 格 
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10) 显示 模型 1D 特性 (图 7-61)。 





模型 


生成 网 将 (SE) 


自动 - 线 








大 小 方法 





охл OSH 
方向 (单元 Y 轴 ) 

















SERE: (0,0, -1) 
































RR (FE) 
自动 - 线 


а ЖЕН 
大 小 方法 
@ 大 小 OHH 























方向 (单元 Y38) 
SERE (0,0,1) 





























2 1D 特性 











自动 网 格 (1D)-3 v 


[ЕЛЕ 











f) 选择 曲线 ， 进 行 划 分 
图 7-60 划分 网 格 (Ж) 





条 目 


| 号 [me 





EER 
自 - 


ÉB) F:\midas\frane_line\CAE\frame_line_m. 


坐标 系 


























工作 平面 











[到 ЖЕШИНЕ 。 分 析 和 结果 





а) аг" 








Pe jẹ me, 
@ Р: \еї 4аз\Ёгате_11пе\САЁ\Ёгаъе_Ї11пе_п. 
省 С ж 








7-61 显示 1D 单元 
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2 

k7 
c) 显示 1D 特 性 的 有 限 元 模型 
图 7-61 显示 1D 单元 ( 续 ) 


11) 单 < 双 > 击 【静态 / 热 分 析 】， 施 加 约束 和 载荷 (图 7-62) ， 左 右 纵 粱 分 别 施 
加 垂直 向 上 、 向 下 的 载荷 玉 =100N。 


ж Гаа | 











名 称 ”| 约束 -1 
目标 


类 型 ”| 节点 
а sss 
条 件 

固定 


























无 转动 














表态/ 热 分 析 | ”动态 / 传 热 /CFD 分 析 






































Tea Яна =u 

Ж Най Ser ёза 边界 组 ЕЩ v 

кы ее sa 
站 设置 约 末 方式 为 “固定 ” 


R 
2 
站 жн k? 
X 
D HMAK 


图 7-62 施加 约束 和 载荷 
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分 析 与 结果 IA 
Жеп Жою бшуш 
Жн Жыт | аат 2, ің = 
Tss Saame | marye | #7 P] 82 чь 
жд im 
i) 选择 施加 “ 力 ” 
* 
ç 
“Ç z 
А 
i 选 样 节点 

























































































荷载 组 -1 
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[атл )[ 职 消 ] 58 
iD 87) 24) 1009”, ЛЛ 

















b) 施加 力 
图 7-62 施加 约束 和 载荷 (Ж) 
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选择 了 1 目标 
载荷 类 型 

°) 83 =й 
参考 目标 
类 型 аж 
参考 坐标 系 


за 
基本 函数 



























































URE [HRE 
ш] 
у) 设置 Z 向 力 为 “100N” 











vi) 施加 力 后 的 有 限 元 模型 
b) 施加 力 ( 续 ) 


图 7-62 施加 约束 和 载荷 (Ж) 


ой 
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12) 分 析 工 况 设 置 (图 7-63)。 


E31 
分 析 工 况 设 置 
标题 frame_line torsion 
求解 类 型 RERS 











分 析 控制 


输出 控制 


分 析 工 况 模型 子 工 况 设置 








日 二 нн ИМЕ) 
В 类 型 :线性 音 态 








eee ooeo 
-一 一 一 一 一 一 一 - ЕТЕ 

С BSR 神态 随机 分 析 
kwa 


z S=) PEJ 
S 结果 ae -|ie (няя) 
分 析 


жи JO 取消 适用 



































图 7-63 ”分析 工 况 设置 


13) 求解 (图 7-64)。 





aidas HFX 求解 器 

















图 7-64 执行 求解 
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14) 隐藏 几何 模型 ， 双 击 结果 ， 显 示 云 图 (图 7-65 ) 。 
















































































(ax а x zm ax 
条 目 | 号 #e 10| ав | 号 jae | 
@ F: \midas\frame_line\CAE\frame_line_m. (P) F:\midas\frame_line\CAE\frame_line_m. 
8—7 坐标 系 m < 坐标 系 
EH 工作 平面 = 工作 平面 
由 -w= 基准 由 -这 > 基准 
8-Е 材料 m ИЕ 材料 
m-HB 特性 由 ш we 
m e 几何 =@ De 
m Sç 网 格 控制 m 
四 = S иеЫ 
=-Ж жї =-@ БИ 
此 连接 = җҖ 接触 
=й 单元 参数 和 连接 
四 P 单元 参数 
ТЕ ашла 。 分 析 和 结果 模型 ， 荷 载 边 界 条 件 分析 和 结果 

















MODAL DISTLACENENT 
тот, в 
з. агыл зе-о0з 


ч 
—*1. 21496 7е-003 








—*3. HHT 
f —2, 2090119" 004 
s” t, 104516" 004 
ең 0. 0000606000 
pa 
ÆA 
a” 2 y 
Hraste е _borsion, ##РЕЕКЕ: СВ) K 


图 7-65 显示 变形 云图 


车 架 扭 转角 度 计 算 公 式 : а = arctan (2B,,/AL) ， 其 中 В, У КИН, 
І УРЕН 


7.3.3 用 壳 单 元 计算 某 车 架 均 布 载荷 下 的 挠 度 
1) 打开 Midas 软件 (图 7-66), 单 < 双 > 击 【 和 程序】 一 【分 析 模 式 】。 





ае 
- атл - вж оша -@ - > x 


а] јене 
pr @ [°] 


RR | 
Мл 简化 Hl x= 
辅助 


图 7-66 ”打开 Midas 软件 


2) 新 建 一 个 文档 (图 7-67) ,设置 模型 类 型 和 单位 系统 ， 采 用 国际 单位 制 。 
3) 在 图 形 区 单 击 鼠 标 右键 ,选择 【隐藏 全 部 导航 】( 图 7-68)。 
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模型 类 型 
© 
©з 
Озан 

单位 系统 




















FAMER) 





9.80665 | твес^2 








图 7-67 分 析 设 置 

4) 单 < 双 > 击 【工具 ],， 选中 
【GCS 三 角 标 】( 图 7-69)。 

5) 单 < 双 > 击 【文件 】 一 【导入 ] 一 
【导入 CAD 文件 ] ， 导 入 Midas \ Frame_ 
surface N CAD \ frame_ surface. igs 文件 
(图 7-70) 。 



































图 7-69 





显示 全 部 
AER 
显示 全 部 几何 仁 
Basa АР ЛЕ 
显示 全 部 网 格 
隐 芒 全 部 网 格 


移动 工作 平面 


显示 /隐藏 导航 
显示 全 部 导航 














显示 全 部 标志 
ВЛЕ 





图 7-68 在 图 形 区 选 “ 隐 藏 全 部 导航 ” 








/CFD 分 析 分 析 与 结果 


工具 



















































| 模型 加 | ата М 分 析 和 结果 
М) 特性 加 任 劳 面板 М) 图 例 
v 输出 М GC5 三 角 标 FF| 选择 工具 条 











ала 


“ТЫҢ? 项 选 “GCS 三 角 标 ” 










































Т] De gg ciee - e = + 
(н) 导入 所 选 文件 中 的 几何 或 FE 模型 D wawawan 
SZ Е N устол 
[н ШЕ lonè. DXF 20 (#RWE)(D)... @ 
保存 (5) 导入 DXF 2D 文 件 到 当前 项 目 
тазы Ыр DXF 3D (RED). =. 
用 BEHA.. 导入 DXF 3D 文 件 到 当前 项 目 
保存 测 活 立 档 并 以 新 名 宇 山 名 
= = = —_ > 3 105 МЕМО ЈМРОКТ -МАЅТААМ РШЕ РЕС : У Ела x 
=P шый  — s u 
M а Оцяжляля 
ШЇ 5а Саяныв = 
mE mes 
图 7-70 导入 几何 模型 
6) 单 < 双 > 击 【网 格 】 一 【材料 ] EX keea 
л | e | ммт анусот A 
材料 属性 (图 7-71)。 КЁ, ШШ, | nese P EB уь: 
7 ) ун J Alloy Steel H 料 属性 а 创建 各 向 同 е" — 10 20 Sa з 
性 材料 (图 7-72), ， 弹 性 模 量 : 200GPa, WÉ Zee аа Q qo oe mingan 





HE: 0.3， 密 度 : 7840kg/m 。 

8) 单 < 双 > 击 【 特 性 ]， 设 置 2D 单元 属性 
(图 7-73), 设置 板 党 厚度 Т/Т, 27 0. 0065, 

9) 划分 网 格 (图 7-74)， 分 别 对 车 架 纵深 
以 及 横梁 赋予 材料 和 单元 属性 ， 单 元 大 小 
为 0.01m。 




































Ж 名 称 
1 Alloy Steel 






类 型 
各 向 同性 -线性 











图 7-71 定义 材料 属性 
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话 加 /修改 村 料 回 Ее 
Ет) 名 称 类 型 创建 |“ 名 称 类 型 
Aloy Steel 各 向 同性 -线性 各 向 同性 < 级 
20 正 变异 性 
30 正 变异 性 
ШЕ 30 各 向 异性 


lš 流体 cro) 
固体 cro) 
刚体 

















关闭 

















号 [ 1) аж [amma В не. # 


























— ааа Са Css Ся) 
图 7-72 创新 “各 向 同性 ”材料 





创建 /修改 2D 特 性 Ed 


























































































































复合 板 | ERD | CFD 2D 
Г E [ав | 平面 应 变 | 轴 对 称 
号 1| 名 称 20 特 性 | ме ШУ 
材料 1: 各 向 同性 DiG] 
材料 坐标 系 
Orn “| 整体 直角 ` 
Os 0 | [Deg] 
厚度 
均匀 厚度 
基本 函数 | 无 
тїт! 00065|m T2 1]m 
тз | м | 
非 结构 质量 0|кдт^2 
包含 自转 自由 度 
选项 
рен кер 
ин 控制 


























ш, 取消 适用 





图 7-73 设置 “2D” 单 元 属性 
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生成 网 将 (Bi) 








自动 - 面 | 自动 -面积 | 映射 - 面 | 映射 -面积 | 

















= 选择 目标 
大 小 方法 
加 大 小 Оза! 0.01 


























特性 














nai 
EJ Ea А 


ЗЕРНЕ (s) 
模式 网 格 
每 个 网 格 独立 注册 


取消 
b) 设置 单元 类 型 为 “四 边 撒 ” 


ео | 
网 格 组 ` 


国 自 国 ( = )[ жа ура )[ 


















































ЁЛЕ аСТ 
加 am ) 
KADE 


®х Оза 001 


特性 




















1] [2 特性 (на) 














网 格 组 自动 网 格 C2D) ` 
ЕШ н) [жй еа ]Li J [= J 


q 7 
Бетти D 划分 网 格 k 


图 7-74 单元 网 络 划分 
10) 焊接 车 架 纵 梁 与 横梁 连接 处 (47-75), 




















创建 /7 副 除 单元 





EG 

















OPRPAPL 
依存 节点 


= 选择 节点 


自由 度 

Мх Мту 回 Tz 回 Rx [еу [ç]Rz 
回 温度 

ЗЕЕ 

考虑 大 旋转 

















RF 2 на 
БШ e+ іар 
її Шен Шла 网 格 组 刚体 a 


biii mi su| aA [u ]( mis Сея) 


i а) 选择 创建 < 刚体 "单元 
7-75 焊 点 创建 
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创建 7 副 除 单元 
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全 单独 节点 中 心 

















м] ту 回 Tz 























ЗЕ 
回 考 虑 大 旋转 




















习 男 
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b) 选择 主 节点 (1 个 ) 


创建 7 副 除 单元 





ХЕ |mm | 
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176653 














Ови 


@ WA 所 选 节点 [460... 


O 单独 节点 中 必 
做 存 节点 


ЕТТ 
ET [Мт [Мт HRs [ку 回 Rz 
四 温度 

非 线性 选项 
回 考 虑 大 旋转 














|на) 























图 











c) ЖЕУ. WN 
7-75 焊 点 创建 (Ж) 
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创建 / 副 除 单元 


1 |æ [з | 其 E [в | 


刚体 ~ 





























单元 号 176653 
类 型 
图 刚体 Оне 
主 节 点 
图 节点 WY 所 选 节 点 1160 
© 单独 节点 中 心 
ЖӨ. 








自由 度 
Tx ту Ит: Ик М 
温度 
















































































= 
< 
xX 








d) 设置 口 由 度 е) 定义 所 有 焊接 


图 7-75 焊 点 创建 (Ж) 
11) 单 < 双 > 击 【 静 态 / 热 分 析 】， 施 加 约束 和 载荷 (E 7-76), д = 10kN/m， 
计算 出 两 边 节点 所 受 的 力 。 





s= 无 转动 


WOMAN | 融 于 入 /FD 分 新 
men Хв» н 















Zea кт 2а аш ИЄ 
ЕЕЕ Сш) н жя) 
i) 选择 要 约束 的 节点 







































































[=£ =a] 
名 称 [约束 -1 
目标 
ER 类 型 ”| 节点 ` 
ЕЙ Tes 目标 1 ___жятеѕнк O) 
条 件 
固定 BE 无 转动 H 无 转动 
&) 5 
边界 组 边界 组 -1 v|) р. | 
aa (w [wa ся) | ша Ге) Ст) 
п) 设置 约束 方式 为 “固定 ” 
a) 施加 约 东 


图 7-76 施加 约束 和 载荷 
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° ө 
л ES 
力 ”| 力矩 
Аы | 力 4 
标 
类 型 ”| 节点 
g 选择 目标 
ly 
载荷 类 型 
(e &7) 面 / 边 
参考 目标 
类 型 ”| 坐标 系 x 
参考 坐标 系 | 整体 直角 v| |< 
分 量 AEri оо 
Еже Ж v | |88 
x 0 N 
Y oj N 
z O N 
ima ваша _ v || 
ala 确认 取消 适用 
Г) МЕРЕ“ ЈР А 
力 [AE 
名 称 74 
目标 
类 型 ”| 节点 М 
j& Г 12186 目标 
载荷 类 型 
@ Ë > © лл 
参考 目标 
类 型 “| 坐标 系 ša 
参考 坐标 系 | 整体 直角 У < 
分 量 
ЖЖ Ж му 89 
x O N 
Y o|) N 
z -0.00555 N 
和 载 组 я. м |19 
ala 确认 取消 || 适用 





ii) 设置 竺 个 节点 施加 的 力 的 大 小 
b) 施加 力 


图 7-76 施加 约束 和 载荷 (Ж) 


» 9 
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ieman DIA = АФ 





iD 施加 力 之 后 的 有 限 元 模型 
b) 施加 力 ( 续 ) 


图 7-76 施加 约束 和 载荷 (Ж) 


12) 分 析 工 况 设置 (图 7-77)。 



































图 7-77 分 析 工 况 设 置 


13) 求解 (图 7-78)。 











258 
Ez Ба 
| — Tit 

тї 

















7-78 求解 
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== сне 士 67-6 
14) 隐藏 几何 模型 (图 7-79) ， 双 击 结果 ， 显 示 云 图 。 

模型 ma nx 
Е Т-ТИН бынан УИИН PN 
@) Fi \nidasifrane_line\CAE\frame_line_m С) Fi\nidas\frane_line\CAE\frame_line_m. | 
= 坐标 系 由 -+ ЖЖЖ 
a$ 工作 平面 = ТИЗЕ 
Bd 基准 © 2 基准 
в 材料 = 材料 
E HB 特性 На 特 性 
=@ Л m @ Лт 
© S£ 网 格 控制 BNO 几何 组 -1 
t fB 风格 由 < м 
BR 接触 = ae 

连 aR ж 
= 单元 参数 

=й 单元 参数 










































































PE шёл 。 分 析 和 结果 











зн ешлан 。 分 析 和 结果 


图 7-79 隐藏 几何 模型 


7.3.4 用 壳 单元 计算 某 车 架 转 和 矩 作用 下 的 扭转 角度 
1) 打开 Midas 软件 (图 7-80), 单 < 双 > 击 【 程 序 】 一 【分 析 模 式 】。 














ЖЕТ | 


| 





图 7-80 打开 Midas 软件 
2) 新 建 一 个 文档 (图 7-81)， 设置 模型 类 型 和 单位 系统 ， 采 用 国际 单位 制 。 
3) 在 图 形 区 单 击 鼠 标 右键 ， 选 择 【 隐藏 全 部 导航 】( 图 7-82)。 


图 7-82 


移动 工作 平面 
显示 / 隐 蕊 导航 k 


显示 全 部 
важеа 
显示 全 部 几何 体 
隐语 全 部 几何 体 
显示 全 部 
АРЕ 














显示 全 部 导航 


显示 全 部 标志 
южен 





在 图 形 区 选 “ 隐 藏 全 部 导航 ” 





模型 类 型 
®© 
©з 
О зія 

单位 系统 


重 办 加 速度 (9) 














9.80665 





misec*2 








图 7-81 分 析 设 置 




































































ICFD254Fr 分 析 与 结果 ТА 
S| 模型 М) 荷载 这 界 条 件 | 国 分 析 和 结果 
МИ] 特性 图 任务 面板 v ЕРІ 
N| 输出 V 和 5S 三 角 标 ”图 选择 工具 条 
ETER 
图 7-83 “В” 项 选 “GCS 三 角 标 ” 
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4) 单 < 双 > 击 【 工 具 】， 选 中 【GCS 三 角 标 】 (图 7-83)。 
5) é< W > h [XF] > [ZA] > [А CAD XfF], =A Midas \ 
Frame_ surface \ CAD \ frame_ surface. igs 文件 (图 7-84)。 





























= zs бя e = + 
ERANO: [осо Forom 
Е (н) 导入 所 选 文件 中 的 几何 或 FE 醒 型 === 
外 了 建 一 个 新 文档 FT „Ә.. 
‚> 打开 (0) 导入 CAD 六 件 到 当前 项 目 “ 民 加 
О 打开 一 个 已 存在 文档 ы} DXF 2D (RIENDO) 2) 
保存 (S) 导入 DXF 2D 文 件 到 当前 项 目 
保存 激活 文档 a: OXF 3D GRIEND) 
N 另存 为 (A)- 导入 DXF 3D 文 从 型 当 前 项 目 
保存 激活 文档 并 以 新 名 字 命 名 TS i OT AANA ERENS 3 
| SAD IDS_MENU_IMPORT_NASTRAN_FILE_DESC : == 24S 
Ы» h. === = - 
P Jeto.. IRAM: (аз m 5 төз кеннен) < 
Ы нас EM тшш 
$ XAO - 
ШЇ moo Dana 1 
а a msnm 
ami- а Свая) жағ) 
XBH) 

















图 7-84 导入 几何 模型 
6) 单 < 双 > 击 【 网 格 】 一 【材料 ] ， 定 义 材料 属性 (图 7-85)。 


l) пев ос «е = ө = )= 

лв | ве жетй жунун ай 
RRE P 23 Qp eo 
材料 特性 о ж зр ёз 
生成 





бвал е 


тае ш 
控制 J 











属性 








i elə Ñ: e Eg Q < ç ç + нг 























7-85 定义 材料 属性 
7) 删除 Alloy Steel 材料 属性 ， 创 建 各 向 同性 材料 (图 7-86)， 弹 性 模 量 : 
200GPa， 泊 松 比 : 0.3， 密 度 : 7840kg/m?, 
8) 单 < 双 > 击 【 特 性 ]】， 定 义 单 元 属性 (图 7-87)， 设置 板 壳 厚 度 为 0. 0065 。 


CETE 











类 型 
各 向 同性 -线性 


流体 (CFD) 
固体 cro) 
刚体 




















图 7-86 设置 材料 属性 参数 
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Сай] 


图 7-86 设置 材料 属性 参数 (Ж) 


























АА, 


Эре 1 дса 












































































































































创建 /个 改 2 特性 回 
复合 板 | 显示 20 | CFD2D 
га в ”| 曲面 | *m | 轴 对 称 
号 1] 名 称 20 特 性 | me ШИМ 
材料 二 各 向 同上 MA 
材料 坐标 系 
OA “| 整体 直角 ` 
©з 0 | [Deg] 
厚度 
回 均 匀 厚度 
基本 函数 [ж v | 
ТУТ 0.0065 т аР тт 
T3 m T4 Тіт 
非 结构 质量 0 | kgim’2 
包含 自转 自由 度 
Ei.) 
E юн )( я] 





Е 7-87 设置 2D 单元 属性 


9) 划分 网 格 〈( 图 7-88) ， 分 别 对 车 架 纵 梁 以 及 横梁 赋予 材料 和 单元 属性 ， 单 
元 大 小 为 0.0lm。 
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角形: 四边 形 уч 


М 885 БЕ) 
模式 网 格 
口 每 个 同 格 独立 注册 


L= = J 
b) 设置 单元 类 型 




















занимао Зена 1 














ГА Q boo 
0 Ë з EMH = = || mi ГЕШ 


生成 


























自动 .面积 映射. 面 | 映射 面积 | 
选择 目标 











法 
„Оза! 























1: 2D 特性 




















自动 网 格 (2D) 
Eg) ш) [в J[ mia ][ 适 用 )[>>] 




















c) 选择 月 标 d) 进行 划分 


图 7-88 划分 网 格 
10) 焊接 车 架 纵深 与 横梁 连接 处 (图 7-89)。 


创建 /7 副 除 单元 








[2 [з хе WB] 














阻尼 
Ова [? === 
@ 3055 5 hal 


依存 节点 
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— д Е 程序 
БЕ = важ mim. 
Фй Hss [эы 


Reu 网 连接 ше 
单元 























刚体 


a) 选择 创建 “刚体 ”单元 
图 7-89 焊接 创建 
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创建 7 副 除 单元 











ао |æ [з 
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ORI Оюн 
主 节 点 
加 节点 [> ШЕТ сй 
O 单独 节点 中 心 
依存 节点 


? 选择 节点 
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У]Тх [vlTy Mz MRs [vlRy 区 
加 温度 

非 线性 选项 

[v] 车 虑 大 旋转 



























































刚体 
ag Cm 938 ) 


























b) 选择 主 节点 (1 个 ) 


创建 /7 副 除 单元 





1w |æ |> 删除 | 
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176653 
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Ota M 所 选 节 点 [160.… 
© 单独 节点 中 心 

依存 节点 
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м]тх [v]Ty 
温度 


非 线 性 选项 
考虑 大 施 转 










































































刚体 

















aa [йй (аж ER 








c) 选择 从 节点 
图 7-89 焊接 创建 (Ж) 
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创建 /删除 单元 


10 |o |o [хе |ш% 








176853 
— 
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Оя 


名 单独 节点 中 心 

依存 节点 

选择 了 681 目标 
自由 度 

Мт [ту Мт: AR у AR 
回 温 度 

非 贱 性 选项 

回 考虑 太 旋转 





特性 
БИШ 
aa [ma | mü J em 


d) 设置 自由 度 e) 定义 所 有 焊接 处 


图 7-89 焊接 创建 ( 续 ) 
11) 单 < 双 > 击 【 静 态 / 热 分 析 】 ， 施 加 约束 和 力 偶 矩 (图 7-90)， 左 右 纵 梁 


分 别 施 加 垂直 向 上 、 向 下 的 载 答 =100N。 
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S ea 器 管理 =n š БЕ 
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а) 施加 约束 
图 7-90 ”施加 约束 和 力 偶 抵 
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选择 了 245 目标 选择 了 246 目标 
H 无 转动 
BREA v|) | |: ga 
确认 |[ 取消 |[ 适用 ] ў 取消 适用 | 
i) 设置 约束 方式 为 “固定 
а) 施加 约束 ( 续 ) 





类 型 pas 
参考 尘 标 系 mans 
за 


беъ = + 
BONAR ВЕЛЕС юшыывВ ТА 

































































































































аъ 
i) 选择 施加 “ 力 ` 的 目标 
目标 
类 型 
mg 
SHAE 
ал 
TRE 图 
аа lama шкы ыча 
i) 设置 每 个 节点 施加 力 的 大 小 


b) 施加 力 个 年 
图 7-90 ”施加 约束 和 力 偶 矩 (Ж) 
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选择 了 5 目标 


载荷 并 型 


BARR 

EE MRR 
Өз 。 整体 直角 
分 量 
基本 函数 。 无 














图 
x 


Ш) 设置 男 一 端 要 施加 的 力 






. ГА 
РЕА 
iv) DBE ZA WA Бл ki 
b) 施加 力 偶 和 矩 ( 续 ) 


图 7-90 ”施加 约束 和 力 偶 矩 (Ж) 
12) 分 析 工 况 设 置 (47-91). 


SHA Tit E 


Паге лал ace _Jorrion 
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图 7-91 分 析 工 况 设置 
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13) 求解 (图 7-92)。 


rT 


几何 68 вал 





14) 隐藏 几何 模型 ， 双 击 结果 ， 显 示 变 形 云 图 


aidas НЕХ Ё 





17 пате. шќасе tor. 


ЖЕ 


+ 


7-92 求解 








模型 


#8 = 颜色 
全 了 midastfrane _line\CAE\frane line_m. 
































模型 


条 目 号 
(Z) F: \midashframe_line\CAE\ frame_line_m 

= АЖ 

工作 平面 

‚> EE 

үк 材料 


























连接 
р алев 


“к= пешлат 。 分 析 和 结果 


















AU лт 分析 和 结果 





车 架 扭转 角度 计算 公式 : а = arctan (2B,s。/L)， 其 中 Bi 为 车 架 


78 为 纵 梁 形 心 距 。 


sme ѕигѓасе (огѕіоп, ЕСЙ m) 


图 7-93 显示 变形 云图 


( 医 7-93)。 





43.5630430 004 
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46% 
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A, 


© a43 266123e—004 

-P2.969203e 004 
12.672283e-004 
75362ç 004 


784420 004 


+1.781522с—004 
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51% 

3 aol 1-494601e-004 

2211-187681е—004 
(9.907609 005 


5%, 
+5.938406е 005 


91 h 


变 


形 


12.969208е—005 


40.0000000 +000 


最 大 值 ， 


WSR Miks РЕД) 


8.1 


8.1.1 深 单 元 分 析 


分 析 过 程 : 模型 建立 过 


不 同 之 处 。 


虑 结构 的 自重 影响 ; 否则 ， 





адла 


悬臂 梁 模 态 分 析 〈 梁 单元 、 体 单元 ) 


程 与 第 7 章 基本 类 似 ， 下 面 的 步骤 中 ， 只 描述 与 7.1.1 


1) 定义 材料 属性 。 在 前 面 的 静 力 学 中 ， 材 料 定义 很 少 涉及 密度 ， 除 非 需要 考 


在 静 力 学 分 析 中 ， 可 以 不 定义 材料 的 密度 ， 且 对 求解 没 





有 影响 。 但 是 在 动力 学 求解 中 ， 参 看 动力 学 的 理论 ， 所 有 的 公式 中 均 涉 及 质量 ， 因 
此 ， 如 果 在 材料 属性 中 不 定义 密度 ， 程 序 将 不 进行 求解 〈 图 8-1) 。 


线性 | 弹 塑 性 | 超 弹性 | 温 


结构 
йиш 

泊 松 比 

质量 密度 
温度 
Беж 

比 热 
发 热 因 子 
安全 计算 因子 
失效 理论 


拉 应 力 





阻尼 系数 

质量 比例 阻 
刚度 比例 阻 
结构 阻尼 系数 





U 0 














度 依 存 
К 
2е11| Nimn2 дай 
系数 0 
03 
参考 温度 0| 四 
7840! kg/m3 
0 wi(m m) 
0 (kg т) 


1 


范 梅 赛 斯 应 力 (延展 性 ) v 


0| Nm2 0 


0| 1/ѕес 


0| sec 


0 X 


图 8-1 定义 材料 属性 





Е: 1. 根据 GB 3102. 4 一 1993 《热学 的 量 和 单位 》 的 规定 ， 传 导 率 应 改 为 执导 率 ， 比 热 应 改 为 比热容 。 





2. 根据 GB 3102. 1 一 1993 《空间 和 时 间 的 量 和 单位 》 的 规定 ， 时 间 单 位 秒 的 符号 ，sec 应 改 为 s。 


3. [T] 表示 温度 的 单位 ， 





[T])” 中 。 





Fk СВ 3101—1993 规定 ,“ [T]j” 不 能 直接 放 到 组 合 单位 即 “W/ (ш. 


2) 施加 约束 和 载荷 。 根 据 前 面 的 动力 学 理论 ， 载 荷 对 结构 的 固有 振动 特性 没 
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影响 ， 另 外 ， 在 结构 的 振动 异 态 分 析 中 ， 常 党 
使 用 自由 模 态 。 因 此 ， 本 章 也 考虑 自由 模 态 ， 不 
施加 约束 和 载荷 。 

3) 递交 分 析 (图 8-2)。 

(D 分 析 工 况 设置 (图 8-3) 。 进 行 模 态 分 析 : | 
的 设置 (图 8-4) ， 例 如 需要 分 析 的 模 态 数目 ， анти 
感 兴趣 的 最 低 最 高 频率 等 。 





分 析 工 况 设置 
标题 
求解 类 型 





分 析 控制 E 输出 控制 图 
子 工 况 设置 





分 析 工 况 模型 








ne 


supa от 
目 类 型 : {НЫБ 























创建 二 ** 删除 载荷 比 合 因子 
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图 8-3 分 析 工 况 设置 
FIRER 








子 工 况 控制 РӘ 口子 工 况 输出 В 




















селке шаш [ЁЛ 
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BX BARTH ICycle] / 

口 最 低 0 

































































单位 ; [循环 ] sec 
Dsum sE 

















创建 ||| “删除 载荷 比例 因子 


а) 单 < 双 > 击 “特征 值 ” b) 设置 模 态 数量 
图 8-4 分 析 控 制 
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4) 求解 (图 8-5)。 





(Z) Ci\Users\youthking\Docum.. 
日 她 分 析 工 况 


Чо тт 


导出 h, 





打开 结果 文件 
关闭 结果 文件 


导入 分 析 结 果 .… 
导入 疲劳 分 析 结 果 .… 


编辑 .、 midas NFX 求解 器 








请 等 待 ! midas ПЕХ 求解 器 正在 运行 .. 


重 命名 | 停止 执行 ! ] 


图 8-5 求解 











5) 后 处 理 结果 (图 8-6)。 可 以 将 所 有 的 固有 频率 结果 提取 出 来 ， 双 击 “ 特 
征 值 分 析 结果 表 ”， 可 以 看 到 所 有 的 固有 频率 结果 (图 8-7)。 还 可 以 将 结果 提取 出 
来 ， 作 为 excel 文件 保存 (图 8-8). 


白果 分 析 工 况 从 
Hü 9-1-1 : #5 
| -ae надіта 
EE 3825 09) 
=-Ëf МОРЕ 1 (FREQ=0.0000e+000) 
B 总 平 动 位 移 (V) 
SE MODE 2 (FREQ=0.0000e+000) 
ча 总 平 动 位 移 (V) 
bE MODE 3 (FREQ=0.0000e+000) 
B 总 平 动 位 移 (V) 
>E МОРЕ 4 (FREQ=2.4285e-006) 
上 车 总 平 动 位 移 (V) 
SE MODE 5 (FREQ=6.6230e-006) 
а ачтан (у) 
= МОРЕ 6 (ЕКЕО=1.0758е-005) 
-B 总 平 动 位 称 (V) 
SE MODE 7 (FREQ=5.1752e+001) 
| B 总 平 动 位 移 (V) z 














esas 


图 8-6 后 处 理 结果 
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на 3% 0я 











REAL EIGENVALUES 



































































































s urea EIGENVALUE] RADIANS CYCLES аазы нЕ нтр ЕВЕ 
1| 0.000000е+0 | 0.000000е+0 | 0.000000е+0 | 1.000000е+0, 0.000000e+0 | 0.000000е+000 | 4.853606е-00 
2 | 0.000000е+0 | O 000000е+0 | 0.000000е+0 | 1.000000е+0 | 1.925132е-01 | 0. 000000е+000 | 8 780672е-00 
3 | 0.000000e+0 | 0.000000е+0 | 0.000000е+0 | 1.000000е+0 | 2.572217е-01 | _0.000000е+000 | 6.838647е-00 
4 | 2.328306e-01 | 1.525879е-00 | 2 428512е-00 | 1.000000е+0 | 0.000000е+0 | 0 000000е+000 | 4 201777е-00 
5 | 1.731678е-00 | 4. 161343е-00 | 6.622984е-00| 1 000000е+0 | -6.022173е-0 | 0 000000е+000 | 5 384359е-00 
6 | 4.569301e-00 | 6.759651е-00 | 1.075833е-00 | 1.000000e+0 | -3.439274e-0 | 0.000000е+000 | 7.134344е-00 
7| 1.057339е+0 | 3.251674е+0 | 5 175200е+0 | 1.000000е+0 | 1 057339е+ 0.000000е+000 | 5 257470е-01 
8 | 4.149621е+0 | 6 441755е+0 | 1 025237е+0 | 1.000000е+0 4 149621е+0] 0.000000е+000 | 2 056600e-01 
9 7.945233e+0 | 8.913604e+0 | 1.418644e+0 | 1.000000e+0 | 7.945233e+0 | 1.268317е-015 | 8.590079e-01 
10 | 3.009712e+0 | 1.734852е+0 | 2.761103е+0 | 1.000000e+0 | 3.009712e+0 | 0.000000е+000 | 7.241773e-01 
MODAL EFFECTIVE MASS 
Re T1 J2 ла R1 R2 R3 
1| 3.810240e+0 | 9.977730e-03 | 3.759826e-03 | 1.426817e-05 | 7.288960e-03 | 1.983862е-031 
2 | 2.268017e-03 | 1.229840e-00 | 2.565624e+0 | 3.396071e-00 | 9.368221e+0 | 4.365345е-006 
3 | 4.815225e-03 | 5.115278е-00 | 1.244606e+0 | 3.337804e-00 | 1.931132e+0 | 2.721122e-004 
4 | 2.093866e-03 | 8.683137e-00 | 7.713237e-00 | 7.058818e-00 | 7.893437e-00 | 3.526382е-009 














图 8-7 特征 值 分 析 结果 
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步骤 : 数据 








Г] МОРЕ 1 (FREQ=0.0000e+000) : Т2 Е 
М |МОРЕ 2 (FREQ=0.0000e+000) : T2 平 
7 МОРЕ 3 (FREQ=0.0000e+000) : T2 F 
МОРЕ 4 (FREQ=2 4285e-006) : Т2 平 
М |МОРЕ 5 (FREQ=6 6230e-006) : T2 Ё 
М МОРЕ 6 (FREQ=1.0758e-005) : Т2 F 
[YIMODE 7 (FREQ=5.1752e+001) : Т2 3 


[V|MODE 8 (РКЕО=1.0252е+002) : Т2 平 


ЕЕЕ 








ч 


< 


> 








选择 全 部 | 取消 全 部 
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ня ЖШ БУШ Е 升序 
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она ХФ spam 
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а) ЖАИ 


图 8-8 结果 提取 
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v б | 搜索 文档 


修改 日 期 
Lenovo 2013/7/21 18:17 
Ш 桌面 Snagit 2013/6/3 10:25 





h 下 载 Updater5 2013/5/27 8:44 


Tencent 2013/5/24 17:50 
МОРЕ 1 (FREQ=0.0000e+00 | 0.000000е+000 | 1.027402e-016 
=0 0000e+00 | 0.000000e+000 








22.016102е-005 = = My Videos 2013/5/24 17:31 
МОРЕ 3 (FREQ=0 0000e+00_ 0. ү 

е ыыы 7 Y 暴风 影视 库 b Му Music 2013/5/24 17:31 
МОРЕ 5 (FREQ=6.6230e-00 | 6. Х Ë 

а аА - 8. wa È My Pictures 2013/5/24 17:31 
evot meite ЕХ 号 图 片 My Music 2012/7/26 14:04 
МОРЕ 8 (FREQ=1.0252e+00 | 1 = 

MODE 9 (FREQ=1.4186e+00 | 1.: К 25, 文档 Му Pictures 2012/7/26 14:04 


МОРЕ 10 (FREQ=2.7611e+0 | 2761103e+002 <. + 音乐 My dass 2012/7/26 14:04 










































v < 
排序 对 话 框 .… 文件 各 (N): [9-1-1] 
对 话 框 样式 .… 保存 类 型 (T): | Excel 文件 xl) 
显示 图 像 .… 
导出 Excel m э тиген 









































b) 导出 为 excel 表 
图 8-8 结果 提取 (Ж) 


8.1.2 体 单元 求解 


体 单 元 的 建 模 过 程 与 第 7 章 及 8. 1. 1 类 似 ， 在 此 不 多 描述 。 在 此 观察 比较 两 种 
单元 的 分 析 结 果 ， 其 后 处 理 如 图 8-9 所 示 。 从 上 面 有 限 元 计算 的 结果 可 以 看 出 ， 体 
单元 的 计算 结果 与 梁 单元 基本 相同 。 


Ена 分 析 工 况 x 
Er 9-1-2 : 模 态 
-特征 值 分 析 结 果 到 

= 模 态 (必需 ) 
ЕЁ] MODE 1 (FREQ=0.0000e+000) 
8 总 平 动 位 移 (V) 
ЕШ МОРЕ 2 (FREQ= 0.0ddbe+ 000) 
8 总 平 动 位 移 (v) 
FE MODE 3 (FREQ=0.0000e+000) 
i. -E 总 平 动 位 移 № 
эш МОРЕ 4 (FREQ=6.8265e-005) 
B 总 平 动 位 移 (V) 
T MODE 5 (FREQ=1.5023e-004) 
O B 总 平 动 位 移 (v) 
п МОРЕ 6 (FREQ=1.6033e-004) 

B 总 平 动 位 移 (V) 
ві ET MODE 7 (FREQ=5.1812e+001) 
| LB 总 平 动 位 移 (V) v 


a) 体 单元 求解 结果 
图 8-9 后 处 理 
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КЫ 


LEE 数据 
MODE 1 (FREQ=0.0000e+000) : T2 3 











МОРЕ 2 (FREQ=0.0000e+000) : Т2 > 
МОРЕ 3 (РКЕО=0.0000е+000) : 124 
МОРЕ 4 (FREQ=6.8265e-005) : Т2 3 
МОРЕ 5 (FREQ=1.5023e-004) : Т2 > 
МОРЕ 6 (FREQ=1.6033e-004) : Т2 + 
МОРЕ 7 (РКЕО=5 1812е+001) : Т2 31 
МОРЕ 8 (РКЕО=1.0257е+002) : Т2 + 


选择 全 部 














[<1<1<1<1<1<1<1<| 








图 步骤 


节点 结果 提取 
@ 用 户 定义 


排序 xX | 口 升序 





加 最 大 绝对 值 


从 单元 中 提取 位 置 
жү Ст 


|= > | a | sam] 
‚| — 1|MODE 1 (FREQ=0 0000e+00 |0.000000e+000| 2.371300e-002 
|__| — 2|MODE 2 (FREQ=0 0000e+00 |0.000000e+000| 8.280810e-002 


| |  3|MODE 3 (FREQ=0.0000e+00 | 0.000000e+000 | 














E] MODE 4 (FREQ=6.8265e-00 

С] МОРЕ 5 (FREQ=1.5023e-00 

=] MODE 6 (FREQ=1.6033e-00 | 1. 

| 7|MODE7 (FREQ=5.1812e+00 | 5.181152e+001 | 
| 6 [MODE 8 (FREQ=1.0257e+00 | 1.025664e+002 | 
p=] 9 | MODE 9 (FREQ=1.4214e+00 | 1.421406e+002| -1.018001е-001 
10 | MODE 10 (FREQ=2 7640e+0 | 2.764028e+002 | |. 1.012901е-001 


b) 体 单元 计算 结果 提取 
图 8-9 后 处 理 (Ж) 














8.2 车 架 模 态 分 析 


与 前 面 的 模 态 分 析 类 似 ， 对 车 架 的 材料 更 改 材 料 属性 ， 如 图 8-10 所 示 。 下 面 
比较 梁 单元 和 壳 单 元 两 种 方法 的 结 
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线性 | 弹 塑性 | 超 弹 性 | 温度 依存 











弹性 模 量 2е11| Ním'2 
泊 松 比 0.3 
质量 密度 7840) kg/m3 









































温度 

传导 率 Ë 0 wi(m.ITJ) 
比 热 0 оңко ITJ) 
发 热 因 子 1 




















安全 计算 因子 
失效 理论 范 梅 赛 斯 应 力 (延展 性 ) v 


拉 应 力 0| Nm2 压 应 力 0 Мато 




















阻尼 系数 

质量 比例 阻尼 O| 1/зес 

刚度 比例 阻尼 0] sec 

结构 阻尼 系数 0 Ë 
































图 8-10 材料 属性 定义 更 改 
8.2.1 梁 单 元 (图 8-11) 





елер z (ars = |& us @ А 





图 8-11 梁 单 元 求解 结果 
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SE 





图 8-11 梁 单 元 求解 结果 (Ж) 


8.2.2 ZAL (图 8-12) 
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日 地 


m = 8 EOLIE 


@) CNUsers\youthking\Documents\9.2.nfx 
Ба Sr Dn 
EB EB frame_line_mode : 8825 
-2- 特征 值 分 析 结果 表 
=E 模 态 (必需 ) 


E Ëf МОРЕ 1 (FREQ=0.0000e+000) 
-B 总 平 动 位 移 (V) 

ЕБ МОРЕ 2 (FREQ=0.0000e+000) 
| -8 总 平 动 位 移 (V) 

Е 07 MODE 3 (FREQ=0.0000e+000) 
Ветан (V) 

H Ef МОРЕ 4 (FREQ=3.4790e-004) 
8 总 平 动 位 移 (V) 

Ef MODE 5 (FREQ=4.2938e-004) 
а 总 平 动 位 移 (V) 

BẸ MODE 6 (FREQ=4.3637e-004) 
B 总 平 动 位 移 (V) 

日 里 MODE 7 (FREQ=2.4284e+000) 








— 





Ey frame_surface_mode : #2 
| =o 特征 值 分 析 结 果 表 


Eii 


模 态 (必需 ) 


[| МОРЕ 1 (FREQ=1.8065e-004) 












































-B 总 平 动 位 移 (V) 


МОРЕ 2 (FREQ=3.1372e-004) 


-E 总 平 动 位 移 V) 


= 01 МОРЕ 3 (FREQ=4.2971e-004) 


- 总 平 动 位 称 V) 


MODE4(FREQ=1.9421e-001) 


-E 总 平 动 位 移 (№ 


МОРЕ 5 (ЕКЕО =2.0539е-001) 


B 总 平 动 位 移 (V) 


= ЕІ МОРЕ 6 (FREQ=8.4431e-001) 





-B 总 平 动 位 移 (V) 
Ef МОРЕ 7 (FREQ=9.3449e+000) 
B 总 平 动 位 移 (V) 


&m ®@ Р 














模型 ”荷载 边界 条 件 分析 和 结果 [Эрт 


图 8-12 壳 单 元 求解 结果 
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$ 


从 上 面 的 计算 结 


元 来 讲解 。 





8.3 车 架 瞬 态 响应 分 析 


车 架 瞬 态 响 应 分 析 建 模 过 程 与 7. 3. 4 节 基 本 相同 ， 只 是 在 定义 材料 模型 时 注意 


要 赋予 质量 密度 ， 在 此 略 述 。 


2A 


І) 时 间 函 数 定义 (图 8-13). 


@ F:\midas\frame line\CAE\frame line r. 





颜色 


GEI DLEA 


能 够 看 出 ， 梁 单元 计算 结果 和 壳 单元 有 较 大 的 差别 。 这 里 面 
有 很 多 原因 ， 主 要 是 两 者 的 建 模 (材料 连接 处 的 处 理 ) 存在 差别 。 从 实际 情况 看 ， 
对 复杂 结构 ， 壳 单元 一 般 可 以 得 到 更 为 准确 的 结果 。 因 此 ， 后 面 的 例题 将 使 用 壳 单 
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SG 边 界 条 件 RAR... 
E 塑性 三 化 曲线 . Behe 
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Ф ЕЛЕЕ 疲劳 载 苟 函数 ... 
SÉ 频率 载荷 
И СЕП 边界 条 件 
W 传感器 
修正 基准 (加 速度 ) 
ORS Ов 
反应 庶 函 数 ... 


















































图 8-13 ЕЕ 


2) 分 析 工 况 设置 (图 8-14 ~ 图 8-16)。 
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2 几何 网 格 GEJ 
=° |= | JÅ EEE 
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添加 /修改 分 析 工 讽 
分 析 工 况 设 置 





标题 


frama_surface_response 








求解 类 型 БЕЛА] 
ЕЕЕ 
Tisa 
= B o 
APU. 

| 和 aa SERIES 
| ИЕ ы Дш 
p S ЛЕЕ 
L 频率 荷载 | 普通 预 应 分 析 
Җ Rb е 

非 线 性 显 式 


分 析 控制 输出 控制 





分 析 工 况 模型 子 工 况 设置 


FIWE 


图 
|= иа 直接 频率 响应 
[E ЖЫ: аззаву 
日 59 进 界 条 件 
50 边界 组 -1 











子 工 况 输出 





ЕЁ: СЕР 
ФЖЕҤЕКЇЦМЕ5), 
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FERET КБ ТМВ) 
直接 随机 分 析 
模 态 随机 分析 

Il 











Mie 载荷 比 讽 因子 











适用 


图 8-14 分 析 工 况 设置 为 直接 瞬 态 响应 


FF 结构 分 析 中 的 应 用 





192. 有 限 元 方法 及 Midas REAA 








trame_surface_response 


ERRAK 








Кре Е кышты 
分 析 工 况 模型 FURE 
所 有 组 Wi 子 工 况 控制 子 工 况 输出 
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| Е 
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зе |7 ЖЕЛЕР 
[Г жд ЕТ 通用 


8-15 子 工 况 控制 设置 
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35 Eee] 
分 析 及 输出 的 时 间 步 又 
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概要 

总 持续 时 间 

总 时 间 步 又 

з 定义 时 间 步 可 


O 自动 时 间 步 村 


wt 名 称 
持续 时 间 
панава 
заалаа | 

1] 


1 [вес 


20 | 


无 aR 持续 时 间 masr 中 间 值 输出 




















a) 定义 时 间 步 又 b) 设置 时 间 步 又 


Еа 327 
附件 荷载 


POEH ШИШЕ А 属性 J x 
‚Ў |1: R- 2: impact | 2 全 局 时 间 < 



































с) 将 时 间 函 数 与 静态 载荷 关联 
图 8-16 分 析 控 制 
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3) 求解 (图 8-17)。 
aidas НЕХ ЖӨ 











i= =-= бс Жы 


几何 ЕЕ е5 
ж ек 























图 8-17 求解 
4) 隐藏 几何 模型 ， 双 击 结果 ， 显 示 变 形 云 图 (图 8-18) 。 





























Л m 7 z y 
Ге 8 == wasa аянат, стн И 
图 8-18 显示 变形 云图 
5) 提取 结果 数据 (图 8-19、 图 8-20) 。 





分 析 组 frame_surface_response 
位 移 

















数据 总 平 动 位 移 (Y) 





INCR=0 (ТІМЕ=0 000е+000) : 总 平 动 位 称心 网 
INCR=1 (TIME=5.000&-003) : 总 平 动 位 称 (v 
INCR=2 (TIME=1 000-002) 





















































节点 结果 提取 
癸 用 户 定义 





146648 
排序 | x X z 升序 


Og Ова Овкат 























s= ШЕЕ 
Шан езана 
ВЕ z$ кла 从 单元 中 提取 位 置 










图 8-19 提取 结果 数据 
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[| Но Е.А їй 节点 : 146648 
>| 1 INCR=0 (TIME=0.000e+000). 0.000000е+000 0.000000e+00C 
[ ЕЗ 2 INCR=1 (TIME=5 .000e-0031 5 000000е-003 1.161384e-00E 
el 加 INCR=2 (TIME=1 .000e-002) 1.000000е-002 2.256872e-00E 
== 4 INCR=3 (TIME=1 .500e-002) 1.500000е-002 4.030753e-006 
£=] Š 5 INCR=4 (TIME=2.000e-002) 2.000000е-002 5.620822e-006 
[Ea 6 INCR=5 (ТІМЕ=2.500е-002) 2.500000е-002 8.305737е-00Е 
mit] 7 INCR=6 (ТІМЕ=3.000е-002) 3.000000e-002 6.603923e-D0E 
=] 8 INCR=7 (TIME=3.500e-002) 3.500000е-002 6.046238e-006 
Шш! 8 INCR=8 (TIME=4.000e-002) 4.000000e-002 5.084482e-006 
йен 10 INCR=9 (TIME=4.500e-002) 4.500000e-002 3.612567e-006 
=Z 11 INCR=10 (ТІМЕ=5.000е-002) 5.000000е-002 2.059241е-00Е 
J 12 INCR=11 (ТІМЕ=5.500е-002) 5.500000е-002 6.713763е-007 
к= 13 INCR=12 (ТІМЕ=5.000е-002) 6.000000е-002 1.335965е-00Е 
БА] 14 INCR=13 [TIME=6.500e-002) Б.500000е-002 2.39281 5е-00Е 
_— 15 INCR=14 [TIME=7.000e-002) 7.000000е-002 3.122225B-00E 
ШШЕН! 18 INCR=15 [TIME=7.500e-002) 7.500000е-002 3.397236e-0DE 
Ez] 17 INCR=16 (ТІМЕ=8.000е-002) 8.000000е-002 3.317057е-00Е 
ЖЕ 18 INCR=17 (ТІМЕ=8.500е-002) 8.500000е-002 2.958748е-00Е 
=] 19 INCR=18 (ТІМЕ=9.000е-002) 9.000000е-002 2.439139е-00Е 
kasu] 20 INCR=19 (ТІМЕ=9.500е-002) 9.500000е-002 1.949652е-00Е 
£=] 21 INCR=20 (ТІМЕ=1.000е-001) 1.000000e-001 1.558524e-DDE 
i= 22 INCR=21 (ТІМЕ=1.050е-001) 1.050000е-001 1.306242е-006 
i=] 23 INCR=22 (TIME=1 .100e-001) 1.100000e-001 1.167851е-006 
шї! 24 INCR=23 (TIME=1 .150e-001) 1.150000e-001 1.114153e-DDE 
Ea 25 INCR=24 (ТІМЕ=1.200е-001) 1.200000е-001 1.18961 6e-00E 
ЖЕ 26 INCR=25 (ТІМЕ=1.250е-001) 1.250000е-001 1.351459е-00Е 
m 27 INCR=26 [TIME=1.300e-0011 1.300000е-001 1.S04051e-00E 
Ег! 28 INCR=27 (ТІМЕ=1 .З50е-001) 1.350000е-001 1.491 483е-00Е 
==] 28 INCR=28 CTIME=1.400e-001Y 1.400000e-001 1.261458e-DDE 
= 30 INCR=29 (TIME=1 .450e-001) 1.450000е-001 8.633945e-007 
[ЖЕШ 31 INCR=30 {TIME=1 .500e-001) 1.500000е-001 9.428564e-00? 
ШШЕ 32 INCR=31 (ТІМЕ=1.550е-001) — 1.550000e-001 1.842115e-006 
1 эт мечет єтїкас—4 сппд пгиу 1 сапага AMA 3 пптлтол NNE 


图 8-19 提取 结果 数据 (Ж) 
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图 形 标 题 
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图 8-20 结果 数据 图 示 
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Й 
T 1 T Т 
0.000000е+000 1.250000е-001 2.500000е-001 2.750000е-001 5.000000е-001 Б.250000е-001 7.500000е-001 8.750000е-001 1.000000+000 
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图 8-20 结果 数据 图 示 (Ж) 


8.4 车 架 疲 劳 寿 命 分 析 


静 力 学 部 分 同 7. 3.4， 在 求解 之 后 ， 得 到 计算 结果 如 图 8-21 所 示 。 


midas NFX ame surface torsion.nfx| 


ПЕАТ 
| s : - - J "a ак 











a d< + зоа 


图 8-21 ##J 2225 R XE 


1) 修改 材料 模型 (图 8-22), ， 输 入 拉 应 力 为 345MPa。 
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All v | 线性 


17-4РН, H1100 ^ 结构 
AISI 1020 Б 热 变形 
AISI 1060 弹性 模 量 2е+011 Nim"2 з; 
AISI 304 SS Annealed 系数 0 
AISI_310_SS 泊 松 比 03 
AlSI 410-55 # =n Ë om 
AISI 5їее 1005 EREE 7840| kg/m3 l 
AISI Steel 1008-HR 
AISI 4340 Annealed т 
AlS|_Steel Maraging 温度 
Alloy Steel 
Cast Alloy Steel 6% 0 Wi(m.[T]) 
Cast Carbon Steel 
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Chrome Stainless Steel кй Г) 
ЕС250 > 执 因 
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H-A(CR60) 
HL-4000 安全 计算 因 了 
Нр-1 
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Plain Carbon Steel 拉 应 力 
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345000000 Мт 压 应 力 O| Мито 





SAPH-400 阻尼 系数 


SGACEN 质量 比例 阻尼 0 1/ѕес 
SGARC340-E 
sGcc 刚度 比例 阻尼 0| sec 
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SHP 结构 阻尼 系数 0 
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图 8-22 ”修改 材料 属性 
2) 疲劳 求解 。 右 键 单 < 双 > 击 树 形 目录 进入 分 析 ， 如 图 8-23 ~ 图 8-29 所 示 。 
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О елен ЖИ 
关闭 结果 文件 
导入 分 析 结果 .. 
SARSAR h 
=al 
вв 
тед 





图 8-23 开始 疲劳 分 析 
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分 析 数 据 
е. Е 材料 各 向 同 性 
分 析 设置 “|fame_surface torsion М 
应 力 选项 抗 拉 强 度 345000000 м/та2 
应 力 类 型 [оп Mises | 
рсе ЕЧ 图 直接 输入 
加 平均 Овжин ORTE 承载 极限 PP 
快速 计算 : 应 变 级 别 数目 
32 承载 循环 
#1 
定义 特性 | 
平均 应 力 修正 
[v] None M] Goodman F] Gerber 
输出 请 求 类 型 
回 损伤 |р: ДИН 各 向 同性 直接 输入 
BPAH 
BAED E EX 
Rm r 
无 限 硅 全 1e+009 
lal 确认 取消 "| 站 适用 | 
图 8-24 疲劳 分 析 设 置 图 8-25 疲劳 特性 添加 
分 析 数 据 
方法 SN- 和 荷载 历程 м 
分 析 设 置 ате шїасе їогѕіоп v 
应 力 选 项 
应 力 类 型 等 效 (Von Mises) v 
ОБЕ] 〇 最 大 值 Os] Ë 
快速 计算 : 应 变 级 别 数目 
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图 8-26 疲劳 载荷 定义 图 8-27 载荷 /应 力 时 程 定义 
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@) CUsers\youthking\DocumentsNf . 
日 区 分析 工 况 
=й frame_surface_torsion : 线性 . 
| БЫШ 线性 静态 (必需 ) 
B 总 平 动 位 移 (V) 
o 壳 单 元 项 部 ( 侧 2)/ 底 部 ( 侧 . 
LO 壳 单 元 安全 因子 


= Ий гате ѕшгѓасе Тогсіљо == 


导入 分 析 结果 ,… 






























































图 8-28 疲劳 求解 
@) CAUsers\youthking\Documents\f.. 
=M 分 析 工 况 
HB frame_surface_torsion : 线性 . 
= [Г 线性 静态 (必需 ) 
-B 总 平 动 位 移 (V) 
I 过 单元 项 部 ( 侧 2)/ 底 部 ( 侧 . 
„2 过 单元 安全 因子 
В гате _ѕигѓасе_їогѕіоп 55... 
© Мопе 
=" 这 单元 疲劳 夺 命 
лу 过 单 元 疲劳 损伤 
-Ef Goodman 
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a) Goodman 97 ЛЕШ 


图 8-29 疲劳 求解 结果 
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国 CAUsers\youthking\Documents\f.. 
= ü 分 析 工 况 
208 ате _ѕшгѓасе їогѕіоп : 线性 . 
Í E gr 线性 静 志 (必需 ) 

-E 总 平 动 位 移 (V) 
2] 壳 单 元 顶部 ( 侧 2)/ 底 部 ( 侧 . 
f E 过 单元 安全 因子 
Hü frame_surface_torsion JRS... 
50] None 
D 过 单元 疲劳 寿命 
D 8705505 
Goodman 


"o 壳 单 元 疲 芳 寿命 
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FATIGUE 

ТАМАСЕ , Hone 
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10. 24 
Т. 126832е-003 


b) Goodman 疫 劳损 伤 


图 8-29 疲劳 求解 结果 (Ж) 


asa заел 


9.1 薄板 非 线 性 静 力学 分 析 


几何 尺寸 与 前 面 的 静 力学 例题 类 似 ， 正 方形 薄板 边 长 1=2m， 厚 度 h=0.01m， 
四 边 固 支 。 

材料 属性 中 考虑 材料 的 非 线性 ， 薄 板 弹 性 模 量 已 =200GPa， 泊 松 比 人 = 0.3, 
屈服 强度 为 345MPa。 

为 进行 材料 非 线性 的 计算 ， 将 板 中 心 所 受 的 垂直 集中 载荷 改 为 Q =40000N。 

比较 线性 有 限 元 求解 和 非 线性 求解 的 区 别 。 














分 析 过 程 : AHER 
1) 打开 Midas 软件 启动 单位 制 选择 TESH 
(本 例题 采用 国际 单位 制 ) (图 9-1) 。 Ож 
2) 单 < 双 > 击 选 几何 图 形 几 何 建 模 @ > 
(9-2), еви 
3) 定义 材料 。 注 意 : 为 了 进行 材料 非 | 





线性 的 计算 ， 在 此 要 定义 材料 的 屈服 强度 [CE | 
为 345MPa。 选 择 弹 塑性 材料 模型 (图 9- 一 一 一 
3) 。 首 先 输入 基本 材料 参数 ， 然 后 , 单 < | Кт» L =т= 
双 > 击 理想 塑性 ， 输 入 屈服 强度 为 345MPa + 
(图 9-4)。 

4) 定义 单元 属性 (图 9-5)。 图 9-1 启动 单位 制 选择 
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аа 输入 一 个 角 点 
tE ба | 
方法 | 绝对 值 xy 方法 | 绝对 值 xy 
ee 全 生成 面 
© © x q = 64 чан [латва 司 口 | 88844 ' 
== 号 了 二 多 [жї JÜ mm || ERI л) (к тя 
а) ЖЫШТ; 式 为 "矩形 ” b) 选择 矩形 建立 方法 c) 输入 角度 





























图 9-2 几何 建 模 
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[+ | 弹 饪 性 | 起 弹性 | 温度 依存 
图 9-3 选材 料 模型 
站 理想 塑性 

ево 





(е) з 1821 |+ 


屈服 应 力 345e6| Mymmn2 


图 9-4 材料 参数 设置 


创建 /修改 2D 特 性 


aon _ 显示 20 | CFD 2D 
Е | 曲面 | 平面 应 变 | шй 
| 1 名称 | shel| 颜色 М 
Ене 4: Асу Steel (м 
材料 坐标 系 ========== 
- Ouma Би М 
B 17 27 Ож ] 






























非 结构 质量 





包 合 自转 自由 度 



































a) 选择 定义 属性 为 "2D” b) 输入 2D 特 性 中 的 厚度 为 “0.01m” 
图 9-5 定义 单元 属性 











5) 划分 网 格 (图 9-6)。 


азы Ҹу Bp 2D->3D 
1D 


зо É 重 新 划分 网 格 








a) 选择 网 恪 划分 为 “2D” 
图 9-6 划分 网 格 
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b) 选择 所 生成 的 什 形 和 网 格 人 小 с) 选择 单 大 类 者 为 “四 边 形 ” 


图 9-6 划分 网 格 (Ж) 
6) 施加 约束 (图 9-7)。 
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c) 选择 周边 四 个 边 上 的 所 有 节点 d) 选择 约束 方式 为 = 固定 ” e) 施加 约束 后 的 有 限 元 模型 














9-7 施加 约束 
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7) 施加 载荷 (图 9-8)。 
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а) ЖЯ ТА”, Ш КАМ 











b) 施加 载 集 后 的 有 限 元 异型 


图 9-8 施加 载荷 
8) 递交 分 析 (图 9-9)。 先 不 考虑 非 线 性 ， 进 行 静 力学 分 析 。 





















































图 9-9 静 力 学 递交 分 析 


9) 弹出 求解 界面 ， 计 算 完 毕 后 窗口 自动 关闭 。 
10) 后 处 理 (199-10). 
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图 9-10 导入 静 力 学 分 析 结 果 
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11) 应 力 云图 (199-11). 
© Ci\Users\youthking\Documents\non_line.. 
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图 9-11 静 力 学 分 析 应 力 云图 
12) 考虑 非 线 性 因素 (图 9-12)。 设置 求解 为 非 线 性 静态 如 图 9-12 所 示 ; 单 
< 双 > 击 非 线 性 静态 ,设置 非 线性 求解 参数 ， 如 图 9-13 所 示 ; 设置 求解 为 考虑 几 
何 非 线 性 如 图 9-14 所 示 ; 将 非 线性 输出 步 改 为 每 步 都 输出 如 图 9- 15 所 示 。 


分 析 工 况 设置 
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图 9-12 设置 分 析 为 “ 非 线 性 静态 ” 
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图 9-13 非 线性 静态 设置 图 9-14 几何 非 线性 设置 
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Æ 9-15 ЗВЕНЕ 


13) 求解 (099-16). 
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9 Ci\Users\youthking\Documents\non_line.. 
>а 分 析 工 况 

m 地 Plate_center_load : 线性 静态 

| E 线 性 静态 必需 ) 

ЕЁ ]plate_center_nonlinear : 非 线 性 静态 










请 等 待 midas NFX 求解 器 正在 运行 











14) 后 处 理 。 求 解 完 成 
后 ， 导 入 分 析 结 果 ， 查 看 所 有 
过 单元 所 有 表面 的 Von Mises 
应 力 ， 如 图 9-17 所 示 。 到 求 
解 输出 结果 的 最 后 一 步 ， 单 < 
W > 击 过 单元 底部 ( 侧 1) 
Von Mises 应 力 ， 如 图 9-18 所 
示 。 可 以 看 出 ， 此 时 最 大 应 力 
在 345MPa， 而 在 不 考虑 非 线 
性 的 分 析 结 果 中 ， 最 大 应 力 为 
743MPa。 显 然 ， 非 线性 分 析 
的 结果 更 为 真实 。 
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9-17 导入 分 析 结 果 
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9-18 非 线性 静态 应 力 分 析 结果 
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9.2 模拟 计算 帽 型 管 的 准 静 态 轴 向 压缩 试验 


1) 打开 Midas 软件 ,， 单 < 双 > 击 【程序 】 一 【分 析 模 式 】 (9-19) 
2) 新 建 一 个 文档 ， 设 置 模型 类 型 和 单位 系统 ， 采 用 国际 单位 制 (图 9-20)。 
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®© 
©з 
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单位 系统 
ws mu > 
т в -@ - = 
|. 重力 加 速度 (9) 980665 misec"2 
i 
图 9-19 程序 模式 选择 图 9-20 ”模型 类 型 和 单位 制 选择 


3) 在 图 形 区 单 击 鼠 标 右键 ， 选 择 【 隐藏 全 部 导航 】( 图 9-21)。 
4) 单 < 双 > 击 【工具 】， 选 中 【GCS 三 角 标 】 (图 9-22)。 
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89-21 隐藏 全 部 导航 图 9-22 “工具 ”项 选 “GCS 三 角 标 ” 





5) 单 < 双 > 击 【 文 件 】 > [FA] > [FA CAD 文件 ] A Midas\ Hat N 
САР \ Hat. igs 和 Plate. stp 文件 (199-23). 

6) 单 < 双 > 击 【 网 格 】 一 【材料 ] ， 定 义 材 料 属性 (图 9-24)。 

7) 删除 Alloy Steel 材料 属性 ， 创 建 各 向 同性 弹 塑 性 材料 (图 9-25) ， 弹 性 模 
量 : 210GPa， 泊 松 比 : 0. 27， 届 服 应 力 : 430MPa。 
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b) 选择 "jgs 文 件 ” 





d) 导入 的 几何 模型 


图 9-23 几何 模型 导入 
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图 9-24 创建 材料 属性 
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9-25 设置 材料 参数 
8) 单 < 双 > 击 【 特 性 ] ， 定 义 单元 属性 (图 9 -26), 对 2D 单元 设置 板 壳 厚 
度 Т/Т, 29 0. 0015m, 
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Li 取消 适用 
b) 设置 2D 属 性 中 的 厚度 c) 选择 "3D* 属 性 d) 设置 3D 属 性 为 “各 向 同性 ” 


图 9-26 设置 单元 属性 
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9) 划分 网 格 (图 9-27、 图 9-28)， 薄 壁 管 2D 单元 大 小 为 0.004mm， 厚 钢板 


3D 单元 大 小 为 0. 01m。 
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E) 划分 好 的 2D 单 元 
图 9-27 2D 单元 划分 
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c) 设置 3D 单 元 大 小 为 “0.01” 
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d) 划分 好 的 3D 单 元 


а) 设置 网 格 划分 对 象 为 "3D” 
图 9-28 3D 单元 划分 
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10) 焊接 帽 管 和 盖 板 (图 9-29)。 
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9-29 焊 点 定义 
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回 考 虑 大 旋转 
圣 性 
网 格 组 刚体 
aa [ж s J wm 
14 
і. х дж 
7 














е) 所 有 的 焊 点 


В 9-29 
11) 定义 接触 (49-30). 


焊 点 定义 (Ж) 





Биш ЕШ 



































ВВ CFD)... 
手动 接触 对 (СЕ)... 


接触 管理 器 








名 称 | 手动 -1 














节点 与 面 的 接触 





接触 类 型 
c 
目标 类 型 


зо 单元 面 ~ 





附属 
目标 类 型 


1 жї — 


оов _ ~ 


m ERRE = 





Hitz 





默认 接种 参数 








EJ 














EE RARR 。 分 析 和 结果 





a) 选择 接触 定义 方式 为 “手动 接触 ” 


图 9-30 


定义 接触 


确认 | [ їн 适用 
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ea 





| 自动 接 朋 | 手动 接触 | amat] 








名 称 ды 














节点 与 面 的 接触 





ESA 

一 般 

主 

目标 类 型 [зо елт v 
j>] 选择 了 280 目标 


И 
目标 类 型 |20 单元 м 


zapa 


het 
默认 接触 参数 






































[ mu | 
с) 选择 附 





Газова | 手动 接生 
名 称 [Fam 




















节点 与 面 的 接触 | 自动 接触 | 手动 接触 МЫЖ | 











接触 类 型 š 名 称 [F2 
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зела м ГЕТ 








选择 了 280 目标 一 般 


附属 目标 
目标 类 型 。 |20 单元 
选择 了 3200 目标 


























Ее = 接触 参数 
默认 接触 参数 默认 接触 参数 





















































mu J (208 ЕШ 
е) 定义 点 与 面 的 接触 f) йй“ Б” 


图 9-30 定义 接触 (22) 





例 


= 
= 
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[аш | 


Ebiet | ЕЕЕ 








手动 -2 























名 称 

















选择 了 1 目标 











默认 接触 参数 























h) 设置 完毕 


8) 选择 定义 自 接触 的 目标 


定义 接触 (Ж) 


图 9-30 


31), 


12) 单 < 双 > 击 【 静 态 / 热 分 析 】， 定 义 约束 (图 9 











约束 -1 











名 称 





适用 








确认 取消 











aga 





Ce ж 


动态 / 传 热 /CFD 分 析 


ЕЛАП 





ЕН 


gA 


Бай 路 管理 
Я. Еа ЧЕБИНДЕ 
接触 /连接 


вз Ж на 








ЖЕНУ H 36 


z 


选择 要 定义 


a) 





b) 选择 正式 方向 最 大 值 处 的 节点 


图 9-31 定义 约束 
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约束 -1 























名 称 
目标 


类 型 “| 节点 
(а 


选择 了 66 目标 











[J ma JCER 


d) 选择 目标 


确认 ЇН EN | 














图 图 
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并 确认 


, 


с) 选择 “固定 "条件 





e) 选择 薄 壁 管件 X 向 最 小 处 的 所 有 节点 
































选择 了 66 目标 











[Ст] 





xY 
































Tx |ё]Ту |[ё]Т2 






































的 方向 之 间 自 由 度 


节点 
图 9-31 定义 约束 (Ж) 


Ji; stir 


f) 约束 这 些 
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13) XIE KZ (图 9-32)。 































































































































A RERE E 
ELEI 
-EER ав ma — E] 
塑性 硬化 曲线 EE | e Б 
应 力 -应 变数 据 ，. eo Е I 
тре J 90000 2000 | 
ESERIA | ш toco А I 
т Е j 
П 
| 
k... HHH 
É... 
s: | 
ятата. | | 
3 | 
иеде ил. жа — + Cs бв 0? оа оз 1 
ова ОЕ mía 
| 1 ENE 
жы шешт шат @ к [юн ) жи) 


а) 右 击 “ 函 数 ”， 单 < 次 > 击 ”时间 函数 ” b) 输入 (0,0)，(1,1) 


图 9-32 ЕХ ЖЖ 
14) 定义 动力 载 集 (099-33). 





位 移 ”| 速度 | 加 速度 
名 称 | 时 间 依存 节点 位 移 -1 
目标 





类 型 ”节点 





atis mase ax 








š. 

D mets 

RED 

КЕЕ И 
о нава 




















RELIJ 
= mentom 
aprem DADE. 


m URR 
ЖТТ 时 间 依 存 节点 力 . 








ЕЛЕНЕ 


























| 
шы mas EED 
| 时 间 依 存 节 点 加 迪 度 加 全 局 时 间 Орман 
ЕЕ 
жы — wi ЫШ 
тет аа 确认 TH ER] 


mu WEAR. 





a) 选择 目标 


f jae | 加 束 度 | 
名 称 [атана 


目标 
类 型 ”| 节点 ` 


选择 了 363 目标 
分 量 
жей [E 司 图 


0 
































时 间 依 存 
时 间 函 数 B М 
@ alls © 局 城 时 间 














IVES FERH- 图 


az] Y 取消 ЕЗ 
b) FER LES AT a с) 设置 T1 为 “1” 
图 9-33 ”定义 动力 载荷 
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hat 












































[Ta Ваал Б) швы В 
BES 
Fri ттн 
кт 
БАРЕ PEA 
енна = EB анне ш) 
Б ЗЛЕ УТ BESTON 
ЕРНИН _ D шла 
78 ЖЕШ DSM „Ый ШЫНА 
ЗЕН RES ЖЬ ytt 
= 5 жы 
Ж 手动 1 
анау Ж +з? 
ARRS 
Еі 
后 应 诺 
asco 
ср 
HEERS (MBS) 
E] 和 of 
ERM MBS) 
yB 2 ici e Fo 
ЛА 网 格 静态 虎 š 
= Ж ERE 
з £ | = 
tite 执行 "S = ne |" ЕЕ. 
та эж [аср ин 8а) 














а) 选择 求解 类 型 为 " 非 线 性 显示 ” 





b) 设置 " 子 


动力 | 质量 缩放 | 添加 荷载 | 一 般 | 
分 析 时 间 和 输出 频率 
持续 时 间 
中 间 输出 结果 请 求 
Озан 
口 时 间 间 隔 

















所 有 团体 系统 
刚体 系统 的 时 间 步 又 








高 级 动态 设置 














c) 设置 求解 时 间 为 “0.12s”* 输 出 “100 步 ” 
图 9-34 求 











Ц” 





в 





m E 
саса 


d) Ат a: 
解 分 析 设置 








= == 


# 9 = 
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16) 


ае | Isis 


参数 








穿 透 类 型 
В ЖЕЙН 





主体 延伸 率 











自动 面 接触 生成 


法 向 刚度 比例 因子 
切 向 刚度 比例 因子 
Ова 


ВЕЛ 
省 调整 附 尾 节点 消除 内 部 贯 罕 
不 包括 几何 非 线 性 的 分 析 

最 大 搜索 距离 























ВЕНЕРЕ 








高 级 接种 参数 .… 


























me | Bb | 参数 | 








e) 定义 接触 为 "一般 ” 


阻尼 | #0 | 参数 | 





自动 面 接触 生成 


自动 面 接触 生成 











穿 透 类 型 





穿 透 类 型 








ЕЕЕ: 


目标 网 格 给 





法 向 刚度 比例 因子 


法 向 刚度 比例 因子 








切 向 刚度 比例 因子 


切 向 刚度 比例 因子 














初始 容 差 


初始 容 差 

















FIERE 


ЖИЕ 











SERRA 





坊 摩擦 系数 











调整 附属 节点 消除 内 部 贯穿 
不 包括 几何 非 线 性 的 分 析 








调整 附属 节点 消除 内 部 贯穿 
不 包括 几何 非 线 性 的 分 析 











最 大 搜索 距离 


景 大 搜索 距离 







































































ТЕЕ ВЫ 


高 级 接触 参数 




































































f) 添加 定义 的 接触 


2) 设置 完成 的 接触 定义 


图 9-34 求解 分 析 设置 (Ж) 





求解 (图 9-35)。 
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aidas НЕХ 求解 器 








LZIEER 
网 格 


> ЛА 


а ш 


— tt 


静态 此 
类 设置 














был 


m 结果 


зт, 





图 9-35 


求解 


17) 隐藏 几何 模型 ， 双 击 结果 ， 显 示 变 形 (图 9-36)。 




































































模型 а х m= 
EE 号 se 条 号 颜色 
| (Q) F: midas frame line CAENfrane_line_m @ RE 
| е 坐标 系 = 

a$ 工作 平面 由 үй 2" 
| ш > ЕЁ 外 wy 

m E 材料 ® € 材料 
| = HB 特性 田 特性 
= Ф Ла = Фла 
| 田 S£ 网 格 控 制 [Q 几何 组 -1 

=-@ 网 格 = <ç asal 
ж#н 由 9 Вв 
| $ 连接 = Ж н 

由 元 单元 参数 РЕТ 

з Э 单元 参数 








к= 荷载 边界 条 件 。 分 析 和 结果 





AU 荷载 边界 条 件 。 分析 和 结果 


а) 隐藏 几何 模型 





NODAL DISPLACEMENT 
TOTAL , m 


+9. 960000е-002 
тч 









+9, 130000e-002 
зт 
+8. 300000e-002 





s. 9 
+7. 410000e-002 
т.4 
+6,640001е-002 
4.9 
+5, 810000е-002 
——+4. 980000002 
了 .1 
一 一 +4, 150000e-002 
4.7% 
+3, 820000е-002 
1 
一 一 +2. 490000e-002 


7.4% 
+1. 660000e-002 
С 





+8, 300001е-003 


+0, 000000е+000 


b) 有 限 元 模型 的 变形 结果 
图 9-36 计算 结果 变形 显示 


18) 提取 结果 数据 (图 9-37)。 
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[<< е]! 





ñ i 
MA heoa Tae ¿Tiag=e anna mma. ВЗЕН: М 





选择 全 部 取消 全 部 
命令 
名 步骤 Ова 


节点 结果 提取 
@ RP ES 





ORK Ов ОЖА ЗНН 


зв | IA 
msg Mzsrsa 从 单元 中 提 职 位 置 
һу ш 2 个 反 力 总 和 


maw EER 
жй 


а) 选择 查看 日 标 为 “反应 力 ” 








hat 


ER 














数据 





БЕ: 数据 




















































































































































































INCR=17349 (TIME=4.800e-003) : s. s ах 
INCR=21959 (ТІМЕ=6.000е-003) : [I TNCR-0 CE-DO0Cer000 00000009:000 100002001000 
INCR=26749 (ТІМЕ=7 200е-003): 2 WREST (TE 206-00) 1200006002 581028220 
后 wire_-atznc етая о anna nox з скеаизтмес аео) 24000002003 $ 920618e+003 
п > 3800000008 524321800: 
选择 全 部 ] 取消 全 部 з вскыагмэ(тыє-400е-07 4300000e 003 4.30403er00 
S kerzas Thes memos: 60000006002 4 8045539005 
z RCR=25749 (TME=7 200e-003 7.200000е-002 4.911656e+003 
命令 з кон<лиз(мезалез 30UUUeUUS 532391767003 
3 50000De-003 52857620003 
э B000D O02 Ə8355339.00s 
OFE Ова т л200000е 002 S944872es003 
= 12 1320000 002 8813238008 
эз 4400iDe002 575813800005 
节点 结果 提取 加 1 560000e-002 S26et0 
a 5 86000 002 58111590:003 
人 〇 用户 定义 RR (ME 00D 02 
12 CR=33952 (TME-1 920е-0027 1.320000е-002 5.921453е+003 
| аз PCR-105824 Тме20:0:0022 2040000002 589522500003. 
| зз NR119538 (ТмЕ-2150е:0027 2160000002 S869429e+003 
> сюер; S 3650562003 
2 2400000 002 $В4058е+0% 

2 20000e-002 а 

Оз на | ойе; 59001600003 
@@& Ойл 人 〇 最 大 绝对 值 ЕЗ | 2760000e-002 47259346003 
a x Zed 46716200] 
= | зооооозе-о02 4914556200 
z | 30120000e.002 51372280003 
从 单元 中 提取 位 置 з | 320000e 002 516536603 
= x 3380000e-002 4751337ен003 
a x 3480000e-002 4.585430e+003 
> 00000e 002 — Q 709546e2003 
э энэ S 3720000 4853819001. 
Е азалса аде егет. 








b) 以 表格 形式 显示 
图 9-37 计算 结果 数值 显示 
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ЭНЕНЕ 
Кл 



































NCR=57018 (TME~ 5506 002) 
NCR=74820 (TME=1 506-002] 




















NCR=150360 (TVE=2.400e-002) 
NCR=155877 (ПМЕ=2.520е-002) 
NOR=131395 (МЕ ийе UU) 
NCR=135913 (TVE=2.750e-002) 
NCR=212164 (TVE=2 850e-002) 
INCR=227441 (TME-3 000e-002) 
NCR=262625 (TVE<3120e-002 
NCR=257663 (TVE=3.240e-002) 
NCR=272607 (TVE=3.350e-002) 
NCR=287451 (ТМЕ"3 800.000] 
NCR=302155 (TME=3 500e-002 ШЕТ 
монезіват2 тме«э 7200-007) ШЕ ОО 


с) 右 击 “显示 图 像 ” 












































ES E 











REGEM) 
8 
Y FRG) 














形 标 题 






































IndexD Index1 Index2 Index Index4 Index 5 









































| 
| 
| 
| 
| 
| 
T 


КАЛЧАКЕ БЕЛЛ g ig Tp FS ӨЛ SR SE WISE III S SSS GO SW E WS КЕЛ ДЕА 
0.000000е+000 1.200000е-002 2.400000е-002 2.600000е-002 和 .500000e-00z 5.000000e-00z ?.z00000e-00z $.400000е-002 9.600000е-002 


m 


d) 图 示 结 果 


图 9-37 计算 结果 数值 显示 (Ж) 
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9.3 рр еј 


在 车 辆 的 结构 分 析 中 ， 常 常 要 对 橡胶 材料 的 产品 进行 分 析 。 在 本 例题 中 ， 不 对 
建 模 过 程 进行 过 多 的 叙述 ， 只 对 一 些 有 限 元 模型 要 注意 的 关键 问题 加 以 强调 。 

本 例 导 入 使 用 其 他 软件 所 建立 的 有 限 元 模型 ， 其 格式 为 结构 分 析 行业 中 通用 的 
BDF， 然 后 检查 模型 是 否 存在 问题 ， 查 看 结 

1) 导入 已 经 生成 好 的 BDF 文件 ， 如 图 9-38 所 示 。 导 入 的 有 限 元 模型 如 图 
9-39 所 示 。 











w 
\ 新 建 (N) 导入 所 选 文件 中 的 几何 或 FE 模型 
| | CECE || SACADO. 
SACA ч 
> FFO фу #^с^охйзназила 
Ú ? Егете k DXF 2D ( 线 框 )(D). 
ОХЕ mi 
= PR 
Е Фу 导入 DXF 2D 文 件 到 当前 项 目 
保存 激活 文档 ouè DXF 3D (ёр). 
导入 DXF 3l 当前 项 | 
— FEAA.. sQ 入 D 文 件 到 当前 项 目 
保存 激活 文档 并 
以 新 名 字 命 名 nas] !DS_MENU_IMPORT_NASTRAN FILE : 0155 219 
SAD IDS_MENU_IMPORT_NASTRAN_FILE_DESC : з= Хела 
导入 所 选 文件 “ 
SHE... 
输出 激活 窗口 ' 


‚+ 关闭 (C) 
| ажап 


—— 关闭 全 部 
| amina 

















D> юн) 
a) 开始 导入 


ERAI): | | nidas_compare 
š 名 称 ç 修改 日 其 
>» 


сеа 这 l 2013/7/31 20:09 
сари 上 2013/7/31 20:09 
2013/7/31 20:09 


2013/7/31 20:09 

















> 


кїй: dust_boot. bdf ~ а Я © | 











RXRA): [Nastran Files (ж. дат, *.nas, *.bdf, = v| | 取消 | 








b) 选取 要 导入 的 有 限 元 文件 
图 9-38 导入 已 经 生成 好 的 有 限 元 文件 
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"全 部 几何 PP) Ші аа | Z 





图 9-39 在 Midas 中 的 有 限 元 模型 


2) 查看 模型 是 否 正确 。 

DHE: 尽管 在 新 建文 件 时 ，Midas 软件 会 询问 所 建立 模型 的 单位 制 ， 但 可 以 
看 出 ， 虽 然 在 右 下 角 显 示 的 单位 制 是 国际 单位 制 ， 可 是 在 实际 的 模型 中 ， 单 位 制 以 
BDF 文件 的 为 准 。 

@ 中 间 钢 杆 的 材料 如 图 9-40 所 示 。 











号 % [078777 М 
АІ 线性 


























17-4РН, H1100 
AISI 1020 执 变 形 
AISI 1060 1 210000 RRE 
AISI 304 SS Annealed 系数 1.Зе-005 
АІ5І 310 35 泊 松 比 0.28 
AlSI 410_55 参考 温度 0 
AlSISteel_1005 质量 密度 7.7e-006| kgfmm'3 

AISI_Steel_1008-HR 
AISI 4340 Annealed | 
AISI_Steel_Maraging 温度 
Alloy Steel 
Cast Alloy Steel 传导 率 wWi(mm [TJ) 
Cast Carbon Steel 
Cast Stainless Steel h 

Chrome Stainless Steel 比 热 We 中 


FC250 发 热 因 子 


Galvanized Steel 
























































安全 计算 因子 

H i + 5 | 

соле 718 Арві 失效 理论 范 梅 赛 斯 应 力 (延展 性 ) v 

к-к 拉 应 力 723.83 Nmm2 压 应 力 0 N/mm'2 


5450 
SAPH-400 
RA 阻尼 系数 


SGACC 

SGACEN 质量 比例 阻尼 
SGARC340-E 
SGCC 刚度 比例 阻尼 
SGCD1 
SHP 结构 阻尼 系数 
SM45C 
SM490A(KS) 
SPCC 
SPDE 
SPRC340 






































ЭГЕ ЖЕ [F Window.. ПШ Te 


图 9-40 查看 钢 杆 材料 属性 
© 橡胶 材料 如 图 9-41 所 示 。 
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не Ts 




















17-4PH, H1100 
AISI 1020 = [ ———— 

AISI 1060 i 0| kg/m3 
AISI 304 SS Annealed B 
АІ51_310_55 

А51 41055 
AISI_Steel_1005 
AIS|_Steel_1008-HR 
AISI 4340 Annealed 
AISI_Steel_Maraging | Ж Ж! 
Alloy Steel 模型 类 型 
Cast Alloy Steel 变 应 变 能 阶 
Cast Carbon Steel рман 
Cast Stainless Steel 体积 应 变 能 阶 数 
Chrome Stainless Steel 
FC250 

Galvanized Steel 














p4 
Inconel _718_Aged 
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SGCC 


SGCD1 

SHP 
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SPDE 
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图 9-41 查看 橡胶 材料 属性 
@ 单元 属性 如 图 9-42 所 示 。 检 查 粱 单元， 发现 原来 定义 的 梁 单 元 截面 形状 仍 
然 存在 ， 但 是 截面 形状 的 尺寸 丢失 ， 必 须 重 新 定义 。 查 看 原来 的 BDF 文件 ， 发 现 
梁 的 直径 为 20mm。 
S Elements and Element Properties for region : beam_ for _ move 
PBARL 1 1 ROD 
20. T 
因此 ， 在 梁 单 元 的 属性 中 输入 截面 的 半径 为 10mm (图 9-43) 。 此 时 有 限 元 模 
型 变 为 如 图 9-44 所 示 。 
(WILL т 
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89-42 ” 梁 单 元 截面 尺寸 定义 丢失 
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图 9-43 重新 定义 梁 单元 半径 





| (8 x ооф 














图 9-44 修改 后 的 有 限 元 模型 


3) 其 他 没有 问题 ， 选 择 非 线性 静态 进行 求解 (图 9-45 ) 。 
Q 对 子 工 况 进行 设置 (图 9-46)。 
O 设置 求解 为 几何 非 线 性 (图 9-47)。 
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< = e = ° ° 
第 9 章 非 线 性 分 析 实 例 ,227。 
es. ° 
子 工 况 设置 
分 析 工 况 设置 子 工 况 控制 PR 口子 工 只 输出 各 
标题 EEEE oW 非 线 性 静态 (必需 ) 
OO XM: ЕН ra 
RURE ЕЕЕ 分 析 控制 图 ara E { © Г a 
分 析 工 况 模型 FIRRA |} 9 SPC1_1 
所 有 组 <<] >> 激活 子 工 况 控制 图 口 了 工 况 输出 5 | SPC1 З 
[<<] >l 激活 组 тай I во ИГ 
п ЕГ mis = @ ЗЕТЕ СВ) Т 一 FORCE 1 
ое 边界 条 件 йу ЗНАНА D 类 型 : 非 线性 静态 | = 
€ 5РС1_1 É soLID n $ 边界 条 件 LR Ext 
$ 5РСІ 3 名 REE2 $ SFC1_1 
ГЕЛ ВИ É вак $ 5РС1_3 
S РОКСЕ 1 at ЮБФ 
x 接触 对 Жу FORCE_1 
Z 接触 对 
创建 “|| ME ваня 创建 -|| 删除 载荷 比例 因子 
图 9-45 选择 求解 方法 图 9-46 设置 子 工 况 输出 








4) 查看 求解 结果 。 等 求解 提示 菜单 消失 后 ， 转 到 最 后 一 个 增 量 步 来 查看 结 
(图 9-48) 。 此 时 ， 界 面 显示 的 计算 结果 如 图 9-49 所 示 。 如 图 9-50 所 示 ， 将 原来 
的 “自动 比例 ”改变 为 “实际 ”来 改变 显示 比例 。 此 时 ， 界 面 中 的 显示 改变 为 如 





9-51, 9-52 所 示 。 应 力 如 图 9-53 所 示 。 
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高 级 非 线 性 参数 .… 





























图 9-47 选择 “几何 非 线性 ” 
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Ka 杆 单元 B 端 轴 向 力 

Кл ATB ASHE 

Ал 杆 单元 B 端 Z 向 募 切 力 

;名 实体 单元 VON MISES.. 

= INCR=20 (LOAD=1.00.… 
Ta НЕН 

Ka 杆 单元 A 端 轴 问 力 

ka 杆 单元 A 端 Y 向 膏 矩 

Ka 杆 单元 A 端 Z 向 麻 矩 

Ka 杆 单元 B 端 轴 向 力 

йлВ Үт =н 

B TGB ZAS 

8) 实体 单元 VON MISES.. 



















Е 9-48 转 到 最 后 一 个 增 量 步 
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图 9-49 ”变形 结果 显示 
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图 9-50 显示 比例 改变 
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а) 选择 要 隐藏 的 节点 


图 9-52 显示 剖面 变形 结果 
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b) 右 击 “ 隐 藏 ” 


| 单元 四 хт = |@ у ®@ Р 
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c) Fay h WJ A лов 
图 9-52 显示 剖面 变形 结果 (Ж) 
5) 输出 求解 结果 。 可 以 查看 节点 反 力 (图 9-54)。 单 击 鼠 标 右键 ， 
果 输 出 为 excel 表 (图 9-55) 。 


а 总 平 动 位 移 (V) ^ 
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可 以 将 结 
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输出 数据 





非 线 性 静态 -1 v 
= 2 м 
约束 (SPC)J 反 二 м 



































INCR=0 (LOAD=0.000) : 
INCR=1 (LOAD=0.050) : 
INCR=2 (LOAD=0.100) : 
INCR=3 (LOAD=0.150) : 
INCR=4 (LOAD=0.200) : 
INCR=5 (LOAD=0.250) : 
INCR=6 (LOAD=0.300) : 
INCR=7 (LOAD=0.350) : 
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节点 结果 提取 
户 定义 







6720934e+000 
8 617016e+000 
1.035441e+001 
3.000000е-001 | 1.193914е+001 
3.500000е-001 | 1.337528e+001 
4.000000e-001 | 1.466570e+001 
4.500000e-001| 1.581009e+001 
5.000000е-001 | 14%91170e+001 
5.500000e-001| 1769777e+001 
6.000000e-001 | 1.855738e+001 
14| INCR=13 (LOAD=0.650)| 6.500000e-001| 1.948721e+001 
Е 15| INCR=14 (LOAD=0.700)| 7.000000e-001| 2.050747е+001 
从 单元 中 提取 位 置 16] INCR=15 (LOAD=0.750) | 7.500000e-001|  24160533e+001 

17| INCR=16 (LOAD=0.800)| 8000000e001| 2 277189e+001 

18| INCR=17 (LOAD=0.850)| 8.500000е-001 | 2-399994e+001 

19|  INCR=18 (LOAD=0.900)| 9.000000e-001| 2.527923e+001 


| * | | 关闭 
20 INCR=19 (LOAD=0 950) | 9.500000e-001 2 659922e+001 


图 9-54 节点 反 力 输出 
在 有 限 元 计算 中 ， 常 常 需要 将 最 后 的 结果 输出 为 动 Г нк. 
mi, Midas 软件 界面 的 左下 方 有 一 个 动画 输出 控 对 话 框 样式 .… 



















































加 最 小 ”加 最 大 绝对 值 








INCR=12 (LOAD=0.600) 








































































81]. O wi; s230 р ETAR... 
Жи 多 步 动画 记录 导 cel 





单 < 双 > 击 界面 的 <> 


› 播放 Ё 9-55 SH excel Ж 
а 即 可 看 到 连续 的 动画 播放 。 同 时 点 击 “ 保 


存 ”， 可 以 将 动画 保存 。 
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